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LA ENERGIA POTENCIAL DE LA ESFERA
POLITROPICA n=>5

Arcadio Poveda*

Al desarrollar el trabajo anterior,! hubo necesidad de calcular, en general, la energia poten-
cial de una galaxia esférica y para esto, suponer alguna distribucion de densidad. Como por un lado
es sabido? que el brillo superficial (o la densidad estelar superficial) de los cimulos globulares es
bastante similar a la proyeccion del politropo n =5, y como por otra parte la densidad en éste es ex-
presable en forma analitica, resultaba entonces muy tentador suponer que la energia potencial de este
politropo era aplicable también a las galaxias esféricas. Sin embargo, ante la duda, preferimos proce-
der para las galaxias como se indicé en el trabajo anterior y calcular de todas maneras la energia po-
tencial de n — b para ver cudn sensible seria la estimacion de la masa a la hipdtesis que se hicie-
ra sobre la distribucién de densidad.

La energia potencial de un politropo de indice n ha sido calculada por Betti y Ritter, y su
expresion es la que se da en los tratados modernos’* sobre esferas gaseosas. Esta expresion:

3 GM?
Q= - —
5—n R (h
tiene el inconveniente de que para n = b estd indeterminada, ya que para este valor de n el radio es

infinito. El uso de esta férmula se presta a confusiones, y asi Chandrasekhar® afirma que la energia
potencial de la configuraciéon que nos ocupa es “infinita”. Por otra parte, Spitzer® al estudiar la dina-
mica del medio interestelar en las galaxias esféricas, comenta que puede demostrarse que en realidad
la energia potencial es finita. Sin embargo, Spitzer no da el valor de dicha energia.

En vista de lo anterior, hemos decidido calcular la energia potencial a partir de la definicion
y reexpresarla en funcion de los pardmetros mds convenientes desde el punto de vista de su aplicacion
a los camulos de estrellas.

De la definiciéon de energia potencial de una configuraciéon con simetria esférica, se sigue que:

A~ M(r)dM
—0=6 | ——
"

)
donde M(r) es la masa interior a una esfera de radio r y concéntrica con la contiguracion.
Por otro lado: 7
: dy
f < sy 3 B2 - - 5
M(r) = i of A § e r=a g %)
de donde se sigue que:
. dV
dM(v) = — 4z o’ L d(§2 ————)
. dg
por lo tanto:
M(r)dM dy ]
MOAM g e e E (= a
r . dg dz )
Asi que
- c o dd dd
Q=—16 1 &> ¥ G f E d(E2 — ©)
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Integrando por partes:

O=—Il6oxa’i?G {

Se puede demostrar a partir de §; (E)" y

U

dd dy
= (5 @)

su derivada que:
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Ademis es posible demostrar que:
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y sustituyendo en (5)

33 .
Q=7 G (6)

De la expresion (3) para M(r) se obtiene que:

M = lim M(r) = #\/3 = &’ 1 (1)

7T —>
asi que dividiendo (6) entre el cuadrado de (7) resulta:

Q V3inG
M2 320,

de donde obtenemos otra expresion para la energia potencial

/3 2
O o . NI REM )

32a

En la teoria clisica de las configuraciones politrépicas, no habria ningtin inconveniente en
el uso de esta expresion; sin embargo, si quisiéramos aplicarla a cimulos de estrellas (por ejemplo
ctmulos globulares), tendriamos que deducir la distribucion de densidad tridimensional para dichos
camulos, a {in de encontrar el valor correspondiente de a; aunque esto es posible en principio, en la
prictica resulta muy incierto. En efecto, lo que hariamos es determinar a qué distancia r, en centi-
metros, del centro del ciimulo, la densidad ha decaido a la mitad del valor central (por ejemplo); por

otro lado de la teoria del politropo n = 5,* sabemos que para cierto valor &; de la variable € se tiene
que:
o(&1) 1 1 1
— e = —_— 1 —E2\/2 = 2
o(0) 2 I ("t7%)
(1 o} __3__ Elz)a/z
1 _ o — i
Il =T B =3(A 1)
3
Ty
r, = a g, entonces a =

VT 1)

En esta forma determinariamos a en centimetros, ya que r es conocido en centimetros. Sin embargo,
todo el proceso presupone el conocimiento de la densidad central, y este a su vez el de la densidad pro-
yectada en el centro de la imagen; pero desgraciadamente la densidad central espacial es muy sensi-
ble a la determinacion de la densidad proyectada en la vecindad del centro.

En vista de estas dificultades, creemos puede ser mis util introducir una medida diferente de
la escala. La nueva medida a serd similar a la definida por de Vaucouleurs? para galaxias. Nuestra
a la definimos como: la distancia al cimulo o configuracion, expresada en centimetros, por el radio
en radianes del circulo concéntrico a la imagen de la configuracion, y que contiene la mitad de la
masa total (o de la luz).

Para relacionar a con o serd preciso “proyectar” sobre un plano la distribucion espacial, lo cual
a su vez nos permitird una ficil comparacion de los brillos o conteos observables contra la distribu-
cién tedrica.

Si la densidad en el espacio estd dada port:

ofr) = A ¥;° = ——l—— L. = densidad central

y como por otro lado'
0
. rdr

15)=2 | o) —— (9)
; NG
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donde Ifs) es la intensidad proyectada a la distancia s del centro de la imagen; introduciendo » = af;
§ = o) nos queda:
- 1 Ed s £dg
Its) — 2 & - @s9S 24 J gs 598
7 ] 4 g2\ T2 42 7 [ET
(/+5%) VE VE =
- tedE
Sea I = ‘ 57 _=f5 : B2 — = w
7 \/'.z — ,]z
] oL ) 1 3~/2 % du
entonces: I = f 7 du = f 2L F I
o o
it b= 3 e -
amemos b = n? 4 b} = j m‘—m—
o
para calcular F’, hagamos u* 4 b = 28
. dz : ;
entonces F = f _— esta integral estd tabulada'' y nos da:
R
, V=0 2 . dz ‘ o
I — + J , donde esta ultima
30 z* 30 P -
= =T Vb
integral también esti tabulada.
Ve —0 2 VzE—b e 2
F = —+- =
30z 30 bz — 30
i _lve
o 123 al
Teniamos que I(s) = 2all = 20 k32 F = —_—
S
(3 +—=¥
o

asi que finalmente la densidad proyectada nos queda:

]2\/)T(x5 P

Fatr o

I(S) =

[

Una interesante verilicacion de este resultado se obtendria encontrando que j 2xsl(s)ds =M
o

ya que esta integral deberd ser precisamente la luminosidad (o masa) total de la configuracion dada
por la ecuacion (7).

En efecto:

M(s) = f 2asl(s)ds = 24 1\/3 o’ & f

zi

sds

—11 -



éxico

de M

onoma

dad Nacional Auto

1versl

ia, Un

s

Instituto de Astronom

© Copyright 1958

Haciendo 3a? + s? = v: 2sds = dv, resulta:

M(s) = 123 7 o A j _d 12 V3 n ] L
i = Iz T —_—— = a’ -
V2 pA o2 L 3a? + s 3¢ |
finalmente
- §?
Mis) =4 \3B3aa h —— ()
Ja? 4 s?
sustituyendo la ecuacion (7) en la (11):
s?
=M — 12
M(s) = M —— — (12)
de donde se sigue que: lim M(s) = M
Ahora deseamos encontrar el valor de s = a como funcion de a tal que:
M(a) a? 1 , . 3
M :3(12—{—(12:2_; v = ()
introduciendo (13) y (7) en las ecuaciones (10), (11)y (8) nos queda:
p a* M 4
(S) _= J-[—(;;Z—;SZ)Z (1 )
A M s? 5
M(s) = o (15)
3aG M2 .
Q= — = (16)
32 a

como ya se indico la determinacion de a requiere, 19 saber la distancia al ciamulo, y 29 —ya sea por
conteos o procedimientos fotométricos— determinar en radianes el radio del circulo que contiene la
mitad de la luz de la imagen. Esto naturalmente requiere conocer el nimero total de estrellas o la
magnitud total del objeto en cuestién, y aunque nunca nos es posible afirmar que conocemos la mag-
nitud total, las estimaciones mas modernas muy probablemente difieren poco del valor real, por lo tan-
to, la incertidumbre en « producida por la incertidumbre en M debe ser pequena,, en todo caso me-
nor que la que resultaria si usiramos a.

La expresion (16) y el teorema Virial nos permiten deducir una ecuacién para determinar la
masa de un cimulo. Si las estrellas se mueven en ¢rbitas radiales, entonces la energia cinética del
camulo serd: T = 145 M ¢?,. donde hemos supuesto que las estrellas son aproximadamente de la mis-
ma masa (ver trabajo anterior), asi que:

3InG M?
M 62, = —
32 a
32 acfo.
M= — o el
3n G
" 3.4 a 6%,
1 = 2. e, |7
W g ( )
Esta expresion para la masa es comparable con la que dedujimos en el trabajo sobre las ga-
laxias esféricas, donde la distribucion de densidad es bastante diferente a la del politropo n = 5. Con

el objeto de fijar ideas y apreciar las diferencias entre el politropo y la distribuciéon actual en las ga-
laxias, hemos comparado en la figura I la distribucién politropica proyectada (ecuacién 14), con las
observaciones de Baum y Van Houten!? para M 87, la primera ajustada a la luminosidad de M 87. En
la figura 2 tenemos las observaciones fotoeléctricas de w Centauri por Gascoigne y Burr.'s

Es interesante observar como a pesar de la notable diferencia entre las distribuciones de la
figura 7, las formulas que nos dan la masa resulten tan semejantes, lo que a su vez implica que la
energia potencial es poco sensible a la distribucion de densidad para configuraciones como las considera-
das aqui.
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1(s)
&l LT
15.0x10°3
1 (s)
L T 12.5 w Centauri
10.0
7.8
5.0
Politropo n=5
) 2.5 F
1
"2 3 4 5

10 15'

tropo n = 5.

M 87 n — .

Politropo n=5

Figura 2. Intensidad proyectada/luminosidad total como funcion de
la distancia al centro de la imagen: para o centauri vy para el poli-

Figura 1. Intensidad fproyectada/luminosidad total como funcion de
la distancia al centro de la imagen, para MS87 y para el politropo
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THE POTENTIAL ENERGY OF THE POLYTROPIC SPHERE OF INDEX n = 5

The usual expression (eq. 1) for the potential energy of a polytropic sphere is indeterminate when the index
n is equal to five. However, since some globular clusters have a distribution of density resembling the polytrope n = §
it secems of interest to compute its value and to express it in terms of parameters more appropriate, to clusters of
stars, than those used in the classical theory of polytropic spheres. Usually one has the central density } and the scale
a to be specified for a particular case. Instead of these parameters we introduce the total mass (or luminosity) M.
and the radius of the circle concentric with the image and which contains one-half of the “projected” mass (light) ex-
pressed in radians multiplied by the distance to the cluster. This measure of the scale a, is similar to de Vaucouleurs’

scale —on the plate— «. .
By direct integration we obtain the potential energy (equation 6) which is expressed in terms of L and q.

The relation between the conventional scale a and a is given in equation (13).
Equation (14) gives the projected densities of polytrope n = 5, according to von Zeipel's method.

Equation (15) gives the “projected” mass (or luminosity) contained within a circle of radius s concentric with
the image of the cluster. Finally, equation (16) gives the potential energy with the new parameters. Contrary to what
is stated by Chandrasekhar® we see that the potential energy is finite and well definied.

1f, besides, we know the dispersion of velocities in a cluster, we can estimate the mass with the help of the
I'he result of this consideration leads to equation (17}, which expresses the mass in terms of the dis-

virial thcorem.
and the scale a; evervthing in c. g. s. units.

persion of velocities o,

It is not devoid of interest to compare equation (17) deduced here with equation (6) of the previous paper;
found from the empirical distribution of light in spherical galaxies. The two expressions for the mass differ only slight-
ly; this is somewhat surprising in view of the difference between the empirical distribution of mass in spherical gal-
axies like M87 and that of n — 5. This is illustrated in figures 1 and 2. We conclude therefore that the mass estimate
is not very sensitive to the mass distribution for configurations similar to those considered here.
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