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DENSIDADES, POTENCIALES Y FUNCIONES ASOCIADAS
EN UNA GALAXIA ESFERICA REDUCIDAF*

A. Poveda,** R. Iturriaga, 1. Orozco

Introduccién.—El andlisis de los movimientos estelares en una galaxia requiere el conocimiento
de Ia densidad, el potencial, la fuerza, ctc. como funcién de la distancia al centro. Actualmente la me-
jor tabla disponible, para galaxias esl¢ricas, es la calculada por de Vaucouleurs® en la que se dan las
densidades luminosas, las densidades materiales, los potenciales Y funciones similares para 18 puntos
de la galaxia reducida, bajo la hipédtesis de que existe equiparticion de energia para las estrellas, lo cual
conduce a una distribucion de masa completamente diterente de la distribucion luminosa. Como esta
tabla nos ha parecido insuficiente en algunos de los trabajos que tenemos en desarrollo, y como por otra
parte creemos que la hipdtesis de equiparticion es incorrecta®, hemos decidido calcular otra tabla mais
extensa en cuanto al nimero de puntos y de variables, suponiendo que la relacion M/L es independien-
te de la posicion en la galaxia; ademds, investigamos el efecto que sobre las variables calculadas pro-
duce modificaciones en el parametro b de la formula de interpolacién de de Vaucouleurs.

Las variables se calcularon para una galaxia reducida, pero se indica cdmo usar estos resultados
generales para cualquier galaxia esférica particular cuya masa, escala y relacion M /L, sean conocidas.

En las tablas | a 4 se listan, —para diferentes valores de la distancia s al centro de la galaxia re-
ducida— la densidad, la masa interior a s, el brillo proyectado interior a la isofota de radio a, la fraccion
de la masa proyectada interior a a que corresponde a una csfera de radio s = a concéntrica con la ga-
laxia; se listan también la fuerza, el potencial, la velocidad de escape y la energia potencial interior
as.

Finalmente se discute para una galaxia esférica la relacion entre la dispersion de velocidades
observada espectroscopicamente, y la dispersion de velocidades estelares espaciales.

Estas consideraciones son de interés para una mejor aplicacién del Teorema Virial a la deter-
minacion de masas de galaxias.

Definiciones
distancia de un punto al centro de la galaxia reducida.

a, :  semi-eje mayor efectivo de una galaxia particular (en radianes).

d :  distancia del observador a una galaxia particular (en centimetros).

a = ad : escala de una galaxia particular (en centimetros).

r = as :  distancia de un punto al centro de una galaxia particular (en centimetros).

o(7) :  densidad material a la distancia » de una galaxia particular.

ox(s) :  densidad a la distancia s del centro de la galaxia reducida.

M(r) :  masa interior a una esfera de radio », concéntrica con una galaxia particular; M( )
— M — masa total de una galaxia particular.

F(r) :  fuerza por unidad de masa a la distancia r del centro de una galaxia particular.

fla) :  brillo interior a la isofota de radio a, concéntrica con la imagen de una galaxia.

V(r) :  potencial a la distancia » del centro de una galaxia particular.

y(r) ¢ Velocidad de escape a la distancia » del centro de una galaxia particular.

£(r) : Energia potencial interior a r, en una galaxia particular.

K :  relaciéon masa/luminosidad que consideramos independiente de la posicion en la ga-
laxia.

Cuando estas variables en lugar de referirse a una galaxia particular, se usen para un punto s
de la galaxia reducida, se indicard este cambio con el indice R: Asi, por ejemplo, M, (o) = fr (0) Kg:
K = K.

Los valores de las variables calculadas para la galaxia reducida se transforman en valores (en
unidades c. g. s.) para una galaxia particular por medio de un factor C de transformacion; este factor
depende tinicamente de la masa, la relacién M /L y la escala de la galaxia particular. El indice indica la
variable que esta C transforma; ej. M (v) = Cu Mx(s).

* Entendemos por galaxia reducida, al igual que de Vaucouleurs, aquella cuyo “brillo” superficial a la distan-

cia @ de su centro estd dado por:
1,

log, B(a) = — A(a — 1) 3 o su equivalente B(a) — eb e-ba

**Becario del Instituto Nal. de la Investigacion Cientifica.
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Es relativamente simple encontrar los factores de transformacion; a continuacién se deduce Cp:

M = f fm 1% o(r) dr = Cpa? f fn $* pufs)ds = Cpa® My(0)

M = Cpa® K fufe0) g al

[ = Lpa L Jr(oC =i
G "7 @ K fu()

Las demds constantes de transformacion se encuentran en forma similar, (véase la siguiente sec-
cion donde se presentan las ecuaciones usadas para la galaxia reducida) pudiéndose demostrar que:

" M o 7 (o i
T K fuo) T a )
Cy —
Cp = (2) C, = VCv (5)
(13
c C ‘ G2y
T o pr (3) Cﬂ — P (6)

Las Ecuaciones

a) Densidades. Las densidades espaciales se han calculado por medio de la ecuacion desarrollada
por Von Zeipel® para un cimulo estelar esférico, suponiendo que la densidad material proyectada
on (a) sea:

ox(a) = K B(a) ox{a) = K e ¢ (7)

La densidad espacial esta dada por:

K - B'(a) da
QR(S) = — ; f _ - (8)
8 \/a.? — 52

El cilculo numérico de esta integral presenta dificultades ya que el integrando tiende a o cuan-
do « tiende a s: sin embargo, puede demostrarse que para toda s > 0 la integral existe. Necesitamos,
entonces, transformar esta integral impropia en otra equivalente mas ficil de trabajar numéricamente
sea:

a% =t ] = s% 9)
Substituyendo (7) y (9) en (8) nos da:
WOK (e dl ePbK e di
exj) = —— | - (19)
T — T : . ; -
A R LAt (LR o) Gl o i Gl o Y

integrando por partes esta ultima integral, e introduciendo: h(t) = /(t 4 7)(t* + ICEYD)!

nos queda:

, 2erbK [ \T—] e ()
{14 = 1 11
el : It) (b T h(t)) « an
- () d d ‘ , ,
Ad(, mas - — == I/ & 2 2 4 4 —
o= DO = Gk R L@ ) L)
1 t 207

T R T
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finalmente

2e b K f VI sa en (b 1 1 218 )d o
r(S) —
9() JT + 2(t—+—3%) + t2+s% + t%_i__g ¢ ( )
@ i T ) (0 ) '

El integrando en la ecuacion (12) estd definido para todos los puntos del intervalo de inte-
gracion.

b) Las Mx(s) se calcularon por medio de la ecuacion

S+As

Mpy(s + As) = Mxg(s) —]—J‘ frv 5% gx(s) ds s > 001 (13)

M(s) = 4/3 7t s* gx (0.01) s < 0.01
Es decir, como se desconoce el comportamiento del brillo proyectado para a < 0.01 hemos su-

puesto que la densidad es constante = ¢ (0.01) para s < 0.01. En M32 a la distancia de 8 105 pcs, esto
equivale a suponer un nucleo con densidad constante y de radio 1.2 parsecs.

¢) Las fuerzas se calcularon con:

Fr(s) Mz (s)
G e (14

d) Los potenciales se calcularon por medio de la ecuacién:

8+AS8
V(s + As) V(s M 4
_ Vsls) n j (s)

— a5 =
G G s?
8
Vids) | M) Ms+A) ¢
r(S Mg(S r(S 5
— - 17espe(s)ds 15
R +8f o) (15)
¢) Las velocidades de escape se calculan por medio de:
vi(s) = V2[V{e0) — V(s)] (16)
f) Las energias potenciales con:
82:(s) Jj 4 - M2(s) Mu(s)V a”)
= — A Mz — 1 —_
G £ G & s 2G
g) Finalmente, el brillo proyectado interior a o por la ecuacion:
a 1=7
8!med 4oy b T
fla) = 2x J‘ a B(a) da = [J — ebe z — i/
be ~ ]
Bla) < b
Y L CR, X o
eb v d
i=0
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Al calcular estas funciones es interesante saber qué tan sensibles son a variaciones en el para-
metro b.

En electo, en el plano [log. B (a), a*] la formula de interpolacién de de Vaucouleurs estd repre-
sentada por una linea recta que no describe con absoluta fidelidad las observaciones empiricas, por ejem-
plo las de Baum?. En vista de esto, hemos considerado 3 casos:

Caso 1. La [6rmula de interpolacion es vilida para toda a > 0.01, pero si esto es asi entonces

f(1 1
de la condicién (< )) =y y de la ecuaciéon (18) vemos que el parametro b queda ya determinado.
o0

Asi resulta que no hay propiamente un parametro “libre” esta b tedrica se le encontré igual a
7.6692494.

Caso 2. Como ya se menciono, en el plano [log. B (a), a%] las observaciones a partir de cierto
punto o, se desvian de la recta tedrica, sin embargo a partir de a, también se las puede representar
con una recta pero de diferente pendiente. Asi tenemos 2 rectas, una en el intervalo 0.01 << o < a, con
la misma pendiente que en el Caso 1, y otra en a > a,, con pendiente b, — 6.2255.

Caso 3. Como en el caso anterior, aqui consideramos también 2 rectas: en el intervalo 0.01 —
— a, la pendiente es nuevamente b — 7.6692494; para valores de o > a, usamos una recta con pendien-
te b, — 10.6291.

Pero a, no es una constante que podamos fijar arbitrariamente;* en efecto, una vez impuesta
la condicién de que en el plano [log. B (a), a%] el brillo proyectado estd representado por 2 rectas que
se intersectan en o., se sigue que necesariamente o, = I.

Muy probablemente los Casos 2 y 3 acotan cualquier desarrollo futuro en la fotometria de las
galaxias E,.

Los cdlculos realizados.
Para 160 puntos adecuadamente distribuidos dentro de la galaxia reducida se calcularon:

ox(s)  Mx(s)
K K

M(s)
a=s Kfda)

My(s) F(s) Vils)  vas) 24(5)
s Myw) GK GK GK*

VGK

Para calcular Mg(s) se integré por regla de Simpson la integral en (13); se usaron 10 puntos
para cada integracion, asi que en total hubo que calcular 1600 densidades. Las integrales requeridas en
el cilculo de los potenciales, se calcularon también por regla de Simpson.

Las integrales en la formula para la densidad se calcularon por regla de Simpson. Con 90 pun-
tos en el intervalo 0.01 — 1.00, 70 en el intervalo 1 — 1.35 y 55 puntos de 1.35 a 28; el limite superior de
las integrales se hizo t — 4, lo cual equivale a @ = 256.

Todos estos cdlculos se realizaron con la calculadora IBM 650 del Centro Electronico de Cailcu-
lo de la Universidad Nacional de México. Ciertas partes del cdlculo fueron programadas con la rutina
de Livermore®, la cual ha sido modificada para incluir una pseudo instruccion mas que integra por re-
gla de Simpson; y el resto del programa se ensamblé con S.O. A.P.

Las Tablas.

I.a Tabla 1 da las densidades con 7 cifras significativas en la cercania del centro, donde aquella
varia mds rdpidamente. En total se dan 345 densidades en el intervalo 0.01 a 1.00.
I.a Tabla 2 lista para 160 puntos:

ox(s)  Mx(s) (@) Mfs) | Ma(s)  Fe(s)  V(s)  va(s) $2+(5)
K K s Kfs(a) " Mi(») GK GK JEE GK®

Estos resultados se transcriben con 5 cifras significativas, la quinta redondeada.

La Tabla 3 contiene la densidad y demds parimetros calculados con los coeficientes, segun el
caso 2.

La Tabla 4 contiene las mismas variables que la tabla anterior, pero con los coeficientes, segun
el caso 3.

* Agradecemos al Dr. Huang una discusiéon sobre este asunto.
g g
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La Dispersion de Velocidades.

Los resultados de la columna 5 en las Tablas 2, 3 y 4 permiten entender mejor la relacion en-
tre la dispersion de velocidades espaciales en una galaxia esférica y la dispersion observada espectrosco-
picamente.

En cfecto, si la luz que recoge el espectrografo del centro de la imagen de una galaxia esférica
provienc en su mayor parte del nicleo de la galaxia, entonces 6% = 14 6%equeiar; Si por el contrario
la mayor parte de la luz proviene de las estrellas que estin fuera del nucleo, y si éstas se mueven en Or-
bitas rectilineas, entonces: 6%, = 6Zcpuciar

Sinclair Smith(® afirma, por ejemplo que en M 32 las estrellas que se ven proyectadas sobre el
nicleo comparadas con el nimero en el nacleo, pueden ignorarse, Sin embargo, desde el punto de vista
espectrogrifico, el nucleo minimo observable esta determinado por el disco del “seeing”; es poco pro-
bable que éste sca menor de unos 2” de didmetro, que para M 82 corresponde a a = 0.04, y, segiin ve-
mos por la columna 5 de las Tablas 2, 3 y 4, aproximadamente el mismo ntmero de estrellas estard en
el nicleo que fuera de él; en estas condiciones:

. 1 (1 ) 1 ,
am_z— ;—az,.l, +? s L

3
entonces 6., = 5 0% Si esta interpretacién es correcta, la masa de M 32(® deberd ser aumentada en

un 509, y lo mismo podriamos afirmar en las relaciones de M/L.

Es un placer agradecer al Dr. de Vaucouleurs la informacion facilitada sobre el estado actual
de la {ormula de interpolacion. También deseamos reconocer las grandes facilidades prestadas por el
Ing. 8. Beltrdn, del Centro Electrénico de Cidlculo de la Universidad Nacional de México.
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DENSITIES, POTENCIALS, ESCAPE VELOCITIES AND RELATED FUNCTIONS FOR A SPHERICAL REDUCED
GALAXY*

Introduction.~The analysis of the stellar motions in a galaxy requires a knowledge of the density, potential,
ete. as a function of distance to the center. At present, the best table available for spherical galaxies is one by de
Vaucouleurs! which gives light densities, mass densities, potentials, etc. for 18 points, on the assumption that equipar-
tition of energy holds for the stars in these systems. This supposition leads to a mass distribution quite different from
the light distribution.

As such table is insufficient for some of the work we are carrying on, and also because we feel that the hypo-
thesis of equipartition is incorrect,2 we have decided to compute anew all the necessary variables for more points and
with the assumption of a constant M/L ratio within a given galaxy.

In this work we also investigate the effect, on the computed variables, of minor variations in the coefficient b
of de Vaucouleurs’ interpolation formula.

The variables have been computed for a reduced galaxy and therefore are completely general, but can be
transformed to any particular galaxy by means of a factor ¢ whose index indicates the variable to which it applies.
Equations (1) to (6) give these factors for the variables in question. One needs to know the mass, the mass luminosity
ratio and the scale of the galaxy to be investigated. Tables I trough 4 list the computed functions.

Finally, we discuss for an spherical galaxy the reiation between the observed (spectroscopically) velocity dis-
persion and the dispersion of space velocities within the galaxy.

These considerations are of interest for a better application of the virial theorem to the determination of masses
of galaxies.

* We understand by a reduced galaxy one whose surface brightness B(u) is given by de Vaucouleurs’ interpo-
lation formula:
%
log, B(a) = — A(a%-1) or its equivalent: B(a) = eb e-ba

— 7
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Definitions

5 distance of a point to the center of the reduced galaxy.

a, :  semi major effective axis of a particular galaxy (in radians).

d :  distance from the observer to a particular galaxy (in centimeters).

a =ad: scale of a particular galaxy (in centimeters).

7 = as : distance of a point to the center of a particular galaxy.

ofr) :  mass density to the distance r from the center of a given galaxy.

0x(S) : mass density to the distance s from the center of the reduced galaxy.

M(r) :  mass inside a sphere of radius r concentric with a given galaxy.

F(r) :  force per unit mass at the distance r from the center of a given galaxy. .
flo) . projected brightness contained within the isophote of radius o concentric with the image of a galaxy.
(r) :  potential at the distance r from the center of a galaxy.

v(r) < escape velocity at the distance r from the center of a galaxy.

Q(r) :  potential energy contained within a sphere of radius r concentric to a galaxy.

mass luminosity ratio, which we take independent of position within an E galaxy.

When these variables refer to the reduced galaxy we indicate the change by adding the index R, thus My(c)
= oo )Ky K = K. o

The Equations.—Space densities were computed from the projected brighthness by means of von Zeipel's me-
thod3; however, von Zeipel’s equation has the inconvenience of being an improper integral, th_us makltlg difflpult the
numerical computations. We were able to transform the improper integral into another, whose integrand is defntleq for
every point of the interval of integration. Equation (12) is the final equation which was used for the numerical inte-
gration. Equations (13) to (18) were used for the computations of the remaining variables. Here it was asumed that the
validity of de Vaucouleurs’ formula holds from ¢ = 0.01 to infinity, although in the actual computing the upper limit of
the integral in (12) was taken { — 4, which is the same as o = 256. For the M(r) it was assumed that g.(s) = constant
= gy (0.01) for s < 0.01. In reality, for o < 0.01 we do not know how the projected brightness goes. In the case
of M32, this constant density nucleus of o — 0.01 will have a radius of 1.2 pc. (d = 8 X 105 pc.)

In computing these functions, it is of interest to see how they get modified when changing the parameter b.
Three cases are to be considered:

Case 1. The validity of the interpolation formulae holds for any a > 0.01; if this is so, it is easy to see from

£(1)

equation (18) and the condition — 14 that the parameter b becomes fixed, thus it turns out that there is not
f(o
a free parameter. This “theoretical” b was found to be 7.6692494. . .
Case 2. The plot in the plane log, B(a), o%, of the empirical data by Baum, suggests that from certain point

on the value of the paarmeter b may change; i. e. in the plane log, B(a), 0%, the observations may be represented by

two straight lines, one from o = 0.01 to «, with slope b = 7.6692494 as in Case 1, and another from o, to infinity
with slope b, = 6.2255. Again o, cannot be arbitrary for if we impose the condition that B(e) be continuous at q,, then
o, = 1.

Case 3. As before, we assume the log of surface brightness can be represented by 2 straight lines, one with
slope b = 7.6692494 for 0.01 < a < I and the second with slope b = 10.6291 for o > I.

Most likely, cases 2 and 3 will bracket any future improvements in the photometry of E, galaxies. )

The Computations.—To compute M(s), Simpson’s rule was used with 10 points. o(s) was also. computed with
Simpson’s rule but the interval was divided in subintervals with different spacing of the points, according to the beha-
viour of the integrand. The integrand in the potentials was computed also with Simpson’s rule. All the computing was
done with the IBM 650 of the National University of Mexico’s, Computing Center. Some of the programming involved
the use of the Livermored Routine, which we modified to include a pseudo instruction that integrates by Simpson’s rule.

Description of the Tables—Table 1 gives for the neighborhood of the origin a close net of densities with 7
significant figures. Table 2 gives for 160 points, conveniently distributed, the following:

0x($) M(s) ) ' M (s) M (s) Fy(s) V(s) Ug(s) Q)
s [E— o —— -
K K a=s K =8 M GK GK —i GK*
fR((l) a R( o0 ) \/ GK

All these functions computed with coefficient b as in case 1. .

Tables 3 and 4 have the same entries as above, com puted with the coefficients b as in cases 2 and 3 respectively.

The Telocity Dispersion.—The results of Tables 2, 3 and 4, column 5, allow a better determination of the
relation between the velocity dispersion of space velocities and the observed dispersion. In fact. if the nuclear region con-
tains the majority of the stars as seen in projection on the slit of the spectrograph, as Sinclair Smith6é claimed for the
nucleus of M32, then o?,,, = 14 07%,,..; on the contrary, if the star orbits are highly eccentric and most of the light that
goes through the slit coresponds to stars that are outside of the nucleus, then o¢°,,, = 6", ,5cc The latter was assumed
by the author2 in his determination of the mass of M32.

For an spectrographic analysis of M32, the minimum size of the central region investigated is given by the
seeing disc. This very rarely will be less than 2” in diameter; for M32, this means o ~ 0.04 and according to the results
of Tables 2, 8 and 4, column 5, would imply that about half of the stars that appear in the seeing disc are outside of
the nucleus. This fraction is quite insensitive to the assumed value for coefficient b. Then:

1 /1 1 3
G’ob: = — _ O'zapace + T— G?:pace Gt:puce = — Gzobl
3 2 2

If this interpretation is correct, the mass of M32 (and its M/L ratio computed before2 should be increased by
50 per cent.

Acknowledgements: It is a pleasure to thank Dr. G. de Vaucouleurs for his information regarding the present
status of his interpolation formula; we are also grateful to Mr. S. Beltran, of the University’s Computing Center, for
the unusual facilities given to us, and to Dr. S. S. Huang for a valuable discussion.
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