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RESUMEN

El trabajo presenta un modelo que explica el comportamiento cinemitico del entorno solar
como superposicion de dos sistemas de estrellas, que se identifican con las conocidas poblaciones este-
lares I y II. Para distintas muestras proximas al sol se calculan los parametros mas representativos, los
cuales corroboran los actuales conocimientos sobre la estructura galactica.

Es importante remarcar que la superposicion de dos sencillas funciones de distribucién de
Schwarzschild, considerando momentos hasta el cuarto orden, explica satisfactoriamente la observada
distribucidn de las velocidades residuales de las estrellas en el entorno del sol.

ABSTRACT

The work presents a model which explains-the kinematic behavior of the solar surrounding as a
superposition of two stellar systems, which are identified with the well known stellar populations I
and IL. The most representative parameters are calculated for the several samples in the solar neighbor-
hood, and they support our present knowledge about the galactic structure.

It is important to emphasize that the superposition of two simple Schwarzschild distribution
functions explain satisfactorily the distribution of the residual speed of the stars observed in the solar
surroundings, taking into account moments as far as the fourth order.
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1. INTRODUCCION

Todas las funciones de distribucién propuestas para
describir el comportamiento de las estrellas del entorno
solar son, basicamente, funciones cuadraticas en las velo-
cidades residuales, lo cual implica la anulacién de todos
los momentos centrados de orden impar. Si bien hasta
hace unos afios solian considerarse inicamente los mo-
mentos centrados de segundo orden, Erickson (1975)
publicd, por primera vez, momentos centrados hasta el
cuarto orden, para una seleccion de estrellas extraidas
del catdlogo de Gliese (1969), y puso de manifiesto el
hecho de que, en adelante, ya no podian justificarse hi-
potesis que implicasen momentos impares nulos. Estas
consideraciones nos obligan a confeccionar nuevos mo-
delos que expliquen mejor nuestro entorno, constituyen-
do este trabajo la construccion de uno de éllos mediante
la superposicion de dos funciones de distribucién. Sus
antecedentes son debidos a diversos autores; en particu-
lar, Chandrasekhar (1942) sugiere en dos dimensiones
una superposicion de dos sistemas, que identifica con las
poblaciones estelares I y II. Posteriormente, Einasto
(1954) considera la superposicion de dos grupos cinema-
ticamente distintos, trabajando s6lo con momentos de
orden dos, e Iwanowska (1966), efectuando sucesivas

1. Una versidn abreviada de la tesis doctoral, Universidad de
Barcelona, Espafia.
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aproximaciones, introduce una funcién de distribucion
suma de dos funciones de Schwarzschild. En este trabajo
estudiaremos la superposicion de dos funciones de distri-
bucion, como dicha autora, pero introduciendo ademas
los momentos centrados hasta cuarto orden para poder
matizar mds aun.

En primer lugar introducimos un potencial estaciona-
rio, a simetria cilindrica y separable, que nos lleva a con-
siderar una funciéon de distribucién, cuyos momentos
centrados no nulos son los mismos que obtuvo Erickson
y calculamos nosotros para las distintas muestras.

En segundo lugar consideramos el principio de super-
posicion propiamente dicho. Siguiendo a Chandrasekhar
(1942), tomamos la funcion de distribucién que describe
el sistema estelar como suma de dos funciones del mismo
tipo. En particular adoptamos dos funciones de Schwarz-
schild que son las que dan la teoria del calculo de probabi-
lidades. Las formulas que entonces deducimos nos per-
miten explicar la presencia de todos los momentos que
da la observacion, aunque ambas funciones de distribu-
cién parciales carezcan de momentos de orden impar.
Estas férmulas son las que nos permitirin comprobar los
resultados obtenidos por los colaboradores de Iwanowska
(1979), en particular por Glebocki (1967).

Atendiendo a los objetivos de comprobar resultados y
obtener otros nuevos, confeccionamos distintas muestras
y calculamos sus momentos. Las muestras 1 y 2 servirdn
para controlar nuestros resultados y comprobar los de
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Glebocki. Las muestras 3 y 4 permitirdn estudiar la varia-
cién de ciertos parametros en el entorno solar.

En el dltimo apartado aplicamos las formulas de su-
perposiciéon y comprobamos que para todas las muestras
consideradas dichas férmulas se satisfacen dentro de los
madrgenes de error de los momentos y deducimos los in-
tervalos de variacion de los parametros mas representati-
vos, de cada muestra, pardmetros que corroboran los ac-
tuales conocimientos de la estructura galdctica, lo que
permite concluir la bondad del método utilizado.

II. MODELOS GALACTICOS

Sabido es que para estudiar la distribucion de las velo-
cidades de las estrellas proximas al sol se utiliza su fun-
cién de distribucién y sus momentos centrados.

Consideremos la muestra de estrellas como un conjun-
to estadistico al que aplicamos el teorema fundamental
de la mecdnica estadistica. Suponemos ademds que dicho
conjunto constituye un sistema conservativo, sin pasos
ni colisiones, donde las fuerzas que rigen el movimiento
de las estrellas son Gnicamente de caréicter gravitatorio,
es decir, debidas a un potencial funcién del tiempo y la
posicion. Tenemos, por tanto, en el espacio fasico, la
ecuacion fundamental de la dindmica estelar;

af . .
§+r-v,f+V°va=0 , (1)

siendo f(t,r, V) la funcion de distribucion, y donde:
V=-vU ,

En un sistema de coordenadas cilindricas que gire con
velocidad © alrededor del eje de simetria z, expresamos:

@ I
r=186 =10
z Z

El conocimiento que tenemos del sistema galactico,
nos permite adoptar un potencial cuyas caracteristicas
son las siguientes:

— es estacionario: 0U/ot =0
— posee simetria cilindrica: 0U/36 =0
— esseparable en @ y z: U(@,z) = U, (@) +U,(2) .

La primera hipétesis se justifica pues en cortos inter-
valos de tiempo la forma de la galaxia no varia aprecia-
blemente. La segunda al interpretarse los brazos espirales
como acumulacion de estrellas brillantes, lo cual no ex-
cluye la distribucién a simetria cilindrica. Y la tercera
por estar el sol bastante alejado del centro galictico y en
cambio muy cercano al plano galictico; en un entorno

del mismo asi, el potencial depende bdsicamente de dos
conceptos: primero de la masa central y es funcion de w
y, en segundo lugar, de la distancia z a que nos encon-
tramos del plano galictico. En consecuencia obtenemos
tres integrales primeras al considerar cada una de estas
hipétesis.

Al mantenernos en el entorno solar, consideramos el
vector posicion r de las estrellas con respecto al centro
galictico el mismo para todas éllas, dado que el espacio
en que se encuentran ocupa un pequefio volumen en
comparacion con la distancia al centro de la galaxia. Co-
mo que ademds, estamos suponiendo el sistema estacio-
nario, en un entorno solar t y r pueden tomarse constan-
tes. A partir de ahora, mientras no digamos lo contrario,
consideraremos fijas las coordenadas temporales y espa-
ciales que aparezcan.

Si no imponemos al potencial mas condiciones que las
sefialadas mads arriba, la funcion de distribucion serd de
la forma (véase p.e. Chandrasekhar 1942):

f=F(II? + 0%, @0,22) , )

al ser esta funcion par en I1'y en Z, la velocidad del cen-
troide s6lo tendrd componente rotacional @, al ser nulas
las otras componentes Il, y Z,. Con objeto de simplifi-
car las expresiones posteriores, haremos:

f=0-06, , 3)

siendo entonces la velocidad residual u de cada estrella,
en la base cilindrica:

En estas variables los momentos centrados de orden n,
pueden expresarse como los tensores de orden n:

1
| JP
== ne "z fdv 4
Hpar = , 4
conp+q+r=n.

Para funciones de la forma (2), paresen Iy en Z, de-
bido a la simetria del espacio de las velocidades, ademas
del tooo = 1, los sucesivos momentos Mpqr (4) sblo serdn
distintos de cero cuando p y r sean pares, a saber:

M200 HMHo20 Moo2 M210 HMoso Hoi2
N &)

Maoo M220 M202 Moao Mo22 HMoosa
Como veremos mds adelante, hasta cuarto orden, (5) son

los Gnicos momentos no nulos que aparecen al conside-
rar diversas muestras estelares del entorno solar.
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Cuando la funcién (2) se reduce a una distribucién
normal en las tres variables o de Schwarzschild:

f=e-1/2(all® +b8 2 +c2?) 6)

evidentemente, los momentos centrados de orden impar
seran nulos y los momentos centrados de cuarto orden
pueden obtenerse en funciéon de los de segundo orden
(Ors 1977):

2
Maoo =3 Hao0 M220= HM200 Ho20
ﬂ040=3ﬂ?)20 .

Hoz20 Hoo2

M202 = M200 Moo2
Hooa =3 Mo, Ho22 =

La funcidén de distribucion (2) explicaria la presencia
de los momentos centrados (5), que son los que suelen
aparecer al estudiar distintas muestras del entorno solar.
Como dicha funciéon no responde a las distribuciones
normales, se intenta compaginar la presencia de tales mo-
mentos (5) con la existencia de funciones de distribucion
de Schwarzschild (6), que son las que dan la teoria del
cdlculo de probabilidades. Supondremos entonces, el
conjunto estelar como una superposiciéon de dos pobla-
ciones, cada una de las cuales siguiendo una distribucion
normal, pudiendo asi justificarse a partir de funciones de
distribucion (6) la no nulidad de todos los momentos
(5), incluidos los de orden impar.

III. SUPERPOSICION DE SISTEMAS ESTELARES

Nos proponemos estudiar ahora el principio de super-
posicion en los sistemas estelares. Consideramos el siste-
ma estelar constituido por dos subconjuntos, para cada
uno de los cuales son validas las hip6tesis formuladas en
el apartado anterior, es decir, los sistemas son conservati-
vos, sin pasos ni colisiones, y las fuerzas que rigen el mo-
vimiento de las estrellas derivan de un potencial gravita-
torio.

Si llamamos Y’ y y" alas respectivas funciones de dis-
tribucion de ambos subsistemas y f a la totalidad del sis-
tema estelar, tenemos (Chandrasekhar 1942):

f=y"+y" ®

donde gracias a las hipdtesis adoptadas, tanto ¥' como
Y"" verifican la ecuacion fundamental (1).Si 'y ¢ son
dos soluciones de dicha ecuacion, lineal y homogenea,
segln (8) también f serd soluci6n de (1).

Como que los dos subconjuntos se encuentran entre-
mezclados, es evidente que en cada subsistema los movi-
mientos de las estrellas vienen regidos por el mismo po-
tencial gravitatorio. Segilin se ha especificado en el primer
apartado, suponemos el sistema estelar estacionario, a
simetria cilindrica y regido por un potencial separable lo
cual, nos lleva a admitir que las funciones ¢’ y ¥’ son de
tipo (2). En particular, adoptaremos unas funciones ¢’ y

Y" del tipo de Schwarzschild y, por tanto, segin (8),
también f serd una funcién del tipo (2). Luego, tanto
para las distribuciones parciales como para la distribu-
cion total, la velocidad de los centroides s6lo tiene com-
ponente rotacional, verificindose:

N@ =N'0; + N" 0," )

y siendo nulas Iy, Iy, Iy, Zo, Zo y Zg .

En adelante consideraremos que las funciones de dis-
tribucion ¥’ y "' de los dos subsistemas son de la forma
(6), con lo cual para ambos subconjuntos se cumpliré (7)
con primas y con segundas. Asi mismo los momentos de
orden impar de las distribuciones parciales son nulos,
mientras que los momentos impares de la funcion de dis-
tribucidn total f no lo son.

Para simplificar los desarrollos introducimos los tan-
tos por uno de estrellas de los conjuntos parciales y la
diferencia D entre las velocidades de los centroides de
ambos subconjuntos:

n'=N'/N n"=N"/N (10)

D=0,-0, . 1)

Segin (8) los momentos ppqr (4) pueden expresarse
en funcién de ©,, ©p y los momentos parciales sin mas
que considerar (10) y (11):

q
[nl n"m “I')mr+

m

q
q1'= Z (_ D)m
m=0

e 02

con p+q+r=n. Los momentos de orden n tienen
(n + 2/n) componentes. Al considerarlas para n <4 ten-
dremos treinta y cinco ecuaciones de la forma (12), don-
de aparecen veintiuna incégnitas: n’, n”, D y los diecio-
cho momentos parciales paran=2yn= 4 cuyos indices
coinciden con los de (5) pues para n=3 son nulos al
estar suponiendo Y’ y " del tipo (6).

A continuacion vamos a efectuar un cambio de nota-
cién en los momentos centrados, usando unos nuevos
indices que nos resultardn mds comodos en los desarrollos
ulteriores. Pasamos de la forma pqr del tensor de orden n
(p+q+r=n) ala forma ijkin). . ., donde cada indice
puede significar e, 6 6 z segiin sea la primera, la segunda
6 la tercera componente, es decir:

Hpqr ="ww?.?w00?02z?.z
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Con esta notacion, segin (5), ademds del momento de
orden cero, los momentos de orden n (n=2,3,4) son los
que tienen por indices:

ww 60 7z @l 006 0zz

(13)

owww owll) ooz 0000 002z 777z

Asi mismo, la funcion f definida en (8), evidentemente,
es de la forma (2) y, por tanto, de las treinta y cinco
ecuaciones (12) previstas slo trece tienen los primeros
miembros no nulos (aquellos que presentan los mismos
indices que (13)). Se comprueba facilmente que las vein-
tidds ecuaciones restantes son idénticamente nulas. Con-
siderando las expresiones (7) en (12) disponemos del sis-
tema de trece ecuaciones:

1=n"+n" (14)
How =N Koo T 0" e, (15)
Moo — Y =n"pgqqe +n" ug, (16)
Myz =1’ Myp +n" s (17)
Forwo =Zlihge ~Hie) Hew) (18)
Mgge — XY =3Z (ﬂloo —uzo) (19)
Hzzz =Z(“;z _“’z,z) (20)
Fes e 0 0 =3n,“3w +3n" u::w 1)
Heowos =N Ry Hog + " By e e +

+Y(n" uy,, +n'ul,) (22)

_ 1 ' +n"y" "
Boyezz =0 gy Hgg 10 U,y My, (23)

Mggee — YX2 +Y)= 3n' pgy +3n" Hod +

+6Y(n" gy +n' Hpg) (24)

© Universidad Nacional Auténoma de México * Provided by the NASA Astrophysics Data System

" ”n

_ I} ' ”
Hggzz “n'“oo Hzz T 07 lgo 1y, +

+Y(n" uy, +n' Yy, (25)
Hy222 = 3n’ ”;22 +3n" #3 . (26)

Para simplificar al méximo este sistema hemos adoptado
las nuevas variables auxiliares no independientes:

X=(n"-n")D
Y =n'n"D? @7
Z=n'n"D

Disponemos pues de un sistema de trece ecuaciones,
desde (14) a (26). En la aplicacion de estas relaciones a
diversas muestras, para nosotros seran datos los doce mo-
mentos centrales totales (13) y quedarin como incogni-
tas n’, n"’, D (6 bién X,Y,Z) y los seis momentos parcia-
les de segundo orden; en total, nueve incognitas.

Para hacer méds manejable el sistema para el tratamien-
to numérico de modelos particulares, introduzcamos los
nuevos parametros:

e
”’eew

“wwzz (
=wozz 29)
P2 e Mez

(1/3)MZZZZ

P3 =" _— — 30
K2, (30)

M
.= wwbo (1)

"wcv “00

Ps 2
T

(32

= Hooz2
Hog Kz

Ps (33)
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Introduciendo, ademds, las variables auxiliares:

(1/3)#9990 +(2/3) YD? (n"2 —n'n" +1n"?)

pPs = "30 (34)
q=n'/n" 35)
X=> s — ps) (ﬁ"—)z (36)

PR Y

y recordando la expresion (32) junto a estas tres Gltimas
(34), (35) y (36), deducimos la ecuacion:

@ -(1+x)q+1=0 37

cuya solucién mayor que uno, al adoptar n' > n" (como
detallamos mds adelante), viene dada por la relacion:

Clx+ [+ -4
a 2
Para que q sea real, es evidente que x ha de ser necesaria-

mente mayor 6 igual que la unidad. Una vez conocida q,
segln (14), (27) y (35), podemos calcular:

n'=q/(1+q n"=1/(1+9) (38)

v 172
D=(q_> +q . 39)

Volviendo a las formulas (28) a (33), de las ecuacio-
nes correspondientes a los momentos de segundo y cuar-
to orden del sistema (14) a (26), deducimos las expresio-
nes fundamentales:

(s =D (ps — D =(p2 —1)* )

pa —1 =(P1 - (40)
pe —1 (ps —DV* ¢

a1 (o 17

Ps —
p—1 p3 —1 J
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que usaremos a veces como ligaduras y que en otras oca-
siones, a través de (28) a (33), nos servirin para delimitar
alguno de los momentos de cuarto orden que intervienen
en ellas, y los momentos parciales de segundo orden co-
rrespondientes a cada subsistema:

! l |
Koo = Moo [1 -\/—a 0y — 1)1/2
- -

Moo =Moo |1 VA (01 = D'
L

—

1 1 .
1-— (s — DY? |-n"2 D?

Moo = Hog
R e
| Myo=Hge [1+VA (s -1 |-n"D?

oL e l)l,ﬂ

[

M,y = M.

ZZ ZZ i \/(T ]
o i

Mz =Mz [1+4Q (03 — D2

. /

En el Gltimo apartado, al aplicar estas expresiones, las
segundas corresponden a las estrellas de alta velocidad.
Se cumple entonces que los momentos y las velocidades
residuales tipicas en segundas son mayores que los que
llevan primas y, por tal motivo, en las formulas (41) ya
hemos tomado de las dos determinaciones de la raiz la
conveniente en este sentido.

Finalmente de las ecuaciones relativas a los momentos
de tercer orden (18), (19) y (20), sustituyendo (41), ob-
tenemos:

H [] Hozz
-y =22 = (42)
uww(p _1)1/2 uzz(p3 _1)1/2

#999 + 2nl nu (nn _ n') D3
3ugq (b5 — 1)'?

~V¥= 43)

En general, a partir de los momentos conocidos, cal-
cularemos py, P2, P3, Pa, Y P mediante (28),(29),(30),
(31) y (33), debiendo cumplirse las ligaduras (40), lo
cual también nos servird para calcular ps . Introduciendo
P1, p3 ¥ los momentos totales como datos, de (42) po-
demos calcular Y y establecer una cierta relacion entre
ambos momentos impares, dando lugar a una mejor de-
terminacion de los mismos.

La ultima condicién de cierre de que disponemos
(43), al sustituir todos los valores que hemos obtenido
anteriormente, nos permitiran deducir el valor de pggg ¥
observar si éste concuerda o no con el conocido.
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IV. MUESTRAS Y MOMENTOS CENTRADOS

A continuacion procedemos a la confeccion de varias
muestras asi como al cdlculo de sus momentos para in-
troducirlos como datos en las formulas de la superposi-
cién obtenidas al final del apartado anterior.

a) Catdlogos y Muestras

Las muestras deben estar formadas por estrellas proxi-
mas al sol (U separable) y con los datos suficientes para
calcular sus momentos e interpretar los momentos obte-
nidos. Nos interesa conocer para cada estrella: la veloci-
dad y la distancia heliocéntrica, el tipo espectral y la clase
de luminosidad, 6 aquellos pardmetros que nos permitan
deducir éstos. Es evidente pues que no podemos usar ca-
tilogos con gran nimero de estrellas pues nos faltarian
datos. En su lugar hemos considerado estos tres:

1. Eggen, 0.J. 1961: Space-Velocity Vectors for 3483
Stars.

2. Eggen, OJ. 1964: A Catalogue of High-Velocity
Stars.

3. Gliese, W. 1969: Catalogue of Nearby Stars.

El primer catdlogo de Eggen es bastante completo,
dispone de 3483 estrellas distantes a menos de 500 pc,
libres de cualquier seleccion accidental y con velocidades
bastantes afinadas. El segundo de Eggen es un catilogo
esencialmente formado por estrellas de alta velocidad,
constituido por 656 estrellas con velocidades espaciales
respecto al sol superiores a 100 km s~ pero con errores
considerables en comparacién con el primer catélogo. Fi-
nalmente el catdlogo de Gliese esta formado por 1529
estrellas simples y sistemas multiples, todos éllos bastan-
te proximos al sol, entre 0 y 25 pc.

Presentados los catdlogos pasemos a confeccionar las
muestras atendiendo a los dos objetivos enunciados antes:

primero comparar nuestros resultados con los de Glebo-

cki y segundo estudiar el entorno solar.

Comencemos por el primer punto. Glebocki seleccio-
n6 de los dos catdlogos de Eggen un conjunto de 2260
estrellas F, G, K distantes a menos de 100 pc agrupdndo-
las en gigantes y enanas segin su clase de luminosidad.
Hemos reproducido la muestra de estrellas gigantes y la
de enanas, muestras a las que llamamos 1y 2, con 1059
y 1175 estrellas respectivamente.

Para interpretar el entorno solar, usamos por separado
los catilogos de Gliese y primero de Eggen. En particular
del catdlogo de Gliese seleccionamos la muestra construi-
da por Erickson a partir de las estrellas con datos sufi-
cientes, evitando las enanas blancas y subenanas (869
estrellas). Esta es la que llamamos muestra 3, muy local
y formada esencialmente por estrellas de la secuencia
principal (90%). Para discutir la variacion de los momen:
tos y otros pardmetros con la distancia adoptamos ade-
mads la muestra 4, formada por el primer catdlogo de Eg-
gen (3483 estrellas), muestra que comprende y completa
a la anterior en el sentido de que contiene estrellas bas-

tante alejadas (hasta 500 pc) y que la mitad de sus estre-
llas son gigantes.

En los cuatro casos, conocidos los momentos totales
obtendremos el porcentaje de poblacion II y los momen-
tos parciales de segundo orden cuyas raices cuadradas
son las velocidades residuales tipicas de cada poblaci6n.

b) Método estadistico
Para proceder al cilculo de los momentos centrados
(4) hay que expresar la definicién en forma discreta:

1
Mpqr = ié: (- To)P (6 - ©0)3 (Z — Zo)' ,  (44)

donde K es el nimero de estrellas de la muestra, I1, ©, Z
son las componentes de la velocidad galactocéntrica V de
cada estrella y Ily, ©¢, Z, son las componentes de la ve-
locidad galactocéntrica ¥V, del centroide de la muestra.
Tales componentes no las conocemos por separado, pero
lo que realmente nos interesa son las diferencias que apa-
recen en (44) y éstas son ficilmente expresables en fun-
cién de las variables heliocéntricas que figuran en los
catilogos. Basta tomar como origen de coordenadas en
lugar del centro de la galaxia, el sol. Es evidente que la
velocidad residual u de cada estrella puede expresarse
también como diferencia de velocidades heliocéntricas:

u=V—-Vo=w—W0

Teniendo en cuenta que la primera componente de la
base galactica heliocéntrica estd en sentido contrario que
la base cilindrica galactocéntrica, lo que introduce el fac-
tor menos uno en (44) dando lugar a:

“pqr=( K) Z(Wl — Wo1)P (W5 — Wp,)d
K

x (W3 —Wo3)" ,  (49)

donde W,, W,, W3 se conocen por los catdlogosy Wy,
Wo2, Wo3 se calculan para cada muestra sin méds que
considerar la media del conjunto. Finalmente para calcu-
lar las covarianzas, segin diversos autores, (Kaplan 1952;
Erickson 1975; Nuiiez 1981), si K es grande se obtienen
mediante las formulas aproximadas:

1
var iy = ¢ [I‘ijij - 11123] ) (46)
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1
var b = [#ijkijk — b My +

2
+ g5k Mk Mijk M) — M+
2
+ (M “jzk + W5 ik +;“kk'u§) + 6 u ik Bk, (47)

i

_ 2
var Kjjxi % [“ijklijkl = Mt — 2(W551 Mjir T+

+ Wit Mir + Mk Bt t Mijkn Mk )
+ (ki My + 55 B+ B M1+ By ) +
+ (k5 Mijc M + K55 M1 Mk F Mg Mi M
* Bik Mijic Bjn M M0 Mk M M Mijc
M Mijc M Mk Bk Miin TR M1 Rikk T
+ M1 Bjer Miiie F M Bika Bij B Bk #iij)] . (48)

¢) Resultados obtenidos

Las velocidades heliocéntricas de los centroides y los
momentos centrados de las muestras mencionadas, apa-
recen en las Tablas 1 y 2.

Para cada muestra deberian ser distintos de cero los
momentos que aparecen en la lista (5), mientras que to-
dos los restantes deberian presentar errores iguales o su-
periores a sus valores centrales. Esto es lo que sucederia
si se verificasen cumplidamente todas las hipétesis admi-
tidas con respecto al potencial galictico; como que éstas
s6lo son ciertas en primera aproximacion, no puede ser
tan preciso el comportamiento a esperar por parte de los
distintos momentos. Basta observar las Tablas 1 y 2 para
advertir que, en cada caso, los momentos de cierto orden
que tienen mayores los margenes de error se corresponden
con los que deberian ser nulos, mientras que los momen-

“tos con menores errores son los que hemos supuesto dis-

tintos de cero en (5); lo cual justifica las hipétesis acep-
tadas. A excepcion hecha de los momentos g9 Y Mz,
que hemos despreciado, como hacen la mayoria de los
autores, para simplificar los desarrollos. El primero de
éllos pe,g de cardcter local, producido por la desviacion
del vértex y discutido por varios autores (Yuan 1971;
Mayor 1972) y el segundo p,, 7, que se pone de manifiesto
al alejarnos suficientemente del sol (Nifiez y Torra 1982).

Los resultados de la Tabla 1 los usaremos para discu-
tir los valores de Glebocki (1967). Por figurar ya en la
literatura, para los momentos centrados de la muestra 3
damos (Tabla 2) los publicados por Erickson (1975), que
coinciden perfectamente con los obtenidos usando (44),
(45), (46), (47) y (48), demostrando con éllo la bondad
del método de célculo utilizado.

TABLA 1

MOMENTOS CENTRADOS DE LA DISTRIBUCION DE
VELOCIDADES Y SUS ERRORES ESTANDAR
Wi i=1,2,3 son las velocidades heliocéntricas del centroide)

Muestra 1 Muestra 2
W -11.2 o 1.1 -14.3 « 1.7
w, -19.4 0.9 -36.6 1.6
w? -7.5 0.6 -8.3 0.8
i)
" 1370 o 120 3 500 ¢ 300
Yoo 270 140 150 250
vy, 0 40 -170 120
Voo 930 205 3 050 350
Vor 30 40 50 110
Vap 370 45 840 140
L. -32 300 o 28 500 114 000 78 000
Veus -63 700 40 400 -318 000 62 000
Vouz 1 200 6 600 -9 000 29 000
Vueo -66 000 59 000 81 000 74 000
Vuoz 46 000 8 800 16 000 22 000
Vozz -1 000 2 600 -45 000 35 000
Veos -125 600 84 800 -525 000 109 000
Yooz 7 700 12 200 -13 000 33 000
Vorz -12 500 4 000 -70 000 19 000
222 -9 400 7 600 46 Qoo 51 000
L. 17 600 000 * 8 900 000 122 300 000 +27 300 000
Veuud 13 400 000 12 700 000 ~25 000 000 18 200 000
Veuuz -1 660 000 1 900 000 -5 800 000 8 400 000
Veuss 20 700 000 18.300 000 75 800 000 20 600 000
Vauez -2 100 000 2 700 000 6 100 000 5 700 000
Veuzz 1 430 000 480 000 17 000 000 9 200 000
V00 27 600 000 26 400 000 -29 200 000 28 400 000
Yooz -3 300 000 3 800 000 -4 700 000 S 700 000
Veozz 730 0po 590 000 S 900 000 4 800 000
Vuzze 200 000 290 000 -12 200 000 13 400 000
Vee0s 44 500 000 38 100 000 153 700 000 43 200 000
Veoes -4 900 000 5 500 000 S 800 000 9 000 000
Yooz 1 860 000 850 000 14 400 000 3 700 000
Voa2z 675 000 665 000 -5 600 000 6 500 000

v 2 430 000 1 500 000 24 900 000 20 100 000

a. Explicacion de las muestras en el texto.
b. Unidades en km™ s ™ para el orden n.

V. APLICACION DEL METODO DE SUPERPOSICION

En este apartado vamos a discutir los valores de los
pardmetros introducidos anteriormente para caracterizar
los diversos grupos de estrellas situados en el entorno
solar. Al hacerlo, para las distintas muestras selecciona-
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TABLA 2

MOMENTOS CENTRADOS DE LA DISTRIBUCION DE
VELOCIDADES Y SUS ERRORES ESTANDAR
(W,ii=1,2,3 son las velocidades heliocéntricas del centroide)

Muestra 3 Muestra 4

W.‘ =10.3 + 1.4 -11.9 + 0.6
W, -20.5 0. -19.4 0.5
o, -7.6 0.7 -7.3 0.3
Vou 1 300 ¢ 80 1 340 * 60
Ves 110 40 100 40
Yoz -20" 30 -60 20
u“ﬁ 600 40 730 50
Vg 20 20 35 15
Yy, 350 25 310 15
Voow -5 000 + 6 100 14 000 « 12 600
Voo -13 400 3 100 -35 300 8 500
Yooz 2 000 2 600 -2 400 2 500
¥ose -200 2 700 6 000 6 700
Yooz -800 1 400 2 400 1 800
uszz -1 100 1 400 700 1 100
Yooe -13 700 2 900 -53 400 13 100
Yooz -100 1 400 -1 400 1 800
922 -2 100 900 -6 300 850
Vyrz 600 1 300 -3 100 1 500
" 6 560 000 + 940 000 15 400 000 s 3 600 000
Vot 430 000 360 000 -3 400 000 2 400 000
Vosuz -290 000 330 000 -1 260 000 600 000
Voues 1 430 000 270 000 5 400 000 1 700 000
Vouues -8 000 130 000 550 000 400 000
u“"z! 890 000 150 000 1 140 000 190 000
LYY 20 000 270 000 -1 700 000 1 500 000
¥uo62 20 000 120 000 -300 000 300 000
Yoozz -13 000 70 000 -170 000 120 000
"u:zz -93 000 95 000 -340 000 130 000
Vooos 1 680 000 320 000 10 600 000 4 000 000
Ygp02 71 000 140 000 -70 000 470 000
“eezz 370 000 80 000 760 000 114 000
Yorzz 48 000 65 000 145 000 75 000
v 610 000 110 000 880 000 250 000

a. Explicacion de las muestras en el texto.
b. Unidades en km™ s ™ para el orden n.

das obtendremos algunos resultados que no contradicen
los alcanzados por varios autores usando otros métodos,
obteniendo ademds nuevas conclusiones no establecidas
anteriormente. Tales consideraciones nos permiten con-
fiar tanto en la bondad de la teoria expuesta como en
los nuevos resultados logrados en este trabajo.

Empezamos primero comparando las muestras 1 y 2
con los resultados debidos a Glebocki. En ambas mues-
tras consideramos en primer lugar la q libre, trabajando
dentro de las cotas de error de los momentos. Con ello
obtenemos los mérgenes de variabilidad de los pardme-
tros mds representativos, resultado mucho mis general
que el de Glebocki. Finalmente fijamos la misma q que
dicho autor para comparar mejor los resultados.

De las muestras 3 y 4 deducimos la variabilidad de
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ciertos pardmetros relativos a las poblaciones estelares.
En particular el porcentaje de poblacién II, podemos
contrastarlo con los publicados por diversos autores,
segun el tipo espectral. Asi disponemos de los valores de
Oort (1926) para estrellas distantes a menos de 20 pc, de
los deducidos por Kuiper (1948) y de los debidos a Einasto
(1954) para estrellas de la secuencia principal.

En general, para todas las muestras, los momentos de
segundo orden son los mejor conocidos y los de tercer y
cuarto orden son los que estdn peor determinados. To-
maremos por tanto, los valores centrales de los momen-
tos centrados de segundo orden y elegiremos de entre los
de tercer y cuarto orden los mejor determinados, para a
partir de éstos y las ligaduras de que disponemos, obte-
ner los demds.

a) Estudio de las muestras 1y 2

Dado que la muestra 1 (Tabla 1) presenta errores con-
siderables para los momentos, no nos queda otra solucion
que actuar un poco a tanteo, tabulando los posibles valo-
res. En las restantes muestras, como en general sus mo-
mentos respectivos estan mejor determinados, realizare-
mos un estudio mds preciso y exhaustivo.

Siguiendo el esquema de trabajo expuesto anterior-
mente, adoptamos los momentos de segundo orden igua-
les a sus momentos centrales y de entre lo de tercer y
cuarto orden consideramos los mejor conocidos:

Mg =1400km? s72  p,0 =930 km? 52
Myz =370km? s™2  po . =_ 13000 km? s

M o7z = 1 400000 km® s~

Segan (29), (40) y (42) obtenemos p;, p3, p3, P4,
Pe, Ps, Y y se comprueba que los momentos Mo oo >
Meys06> Hogzzs Mzzz2 Y Mg €Stdn dentro de los mar-
genes de error previstos en la Tabla 1.

Dejando q libre en las formulas de la superposicion,
segln (36) para que q sea real, tenemos una acotacion de
Ps, que nos permite acotar el momento ygg4 (32). A
continuacion construimos la Tabla 3, para distintos valo-
res de n”, donde sélo incluimos los valores que dan
Mggge dentro de los limites permitidos y el uggq dentro
de los mérgenes de error de la Tabla 1 y las velocidades
residuales tipicas no imaginarias.

Hecho este anilisis, la solucién obtenida por Glebo-
cki, q = 9.64 aparece como una de las posibles. Al utili-
zar los momentos de tercer y cuarto orden, nuestro estu-
dio resulta ser mucho més general que el de Glebocki,
comprobandose la bondad de la descomposicién dada
por este autor como suma de dos distribuciones de
Schwarzschild (Iwanowska 1966). Segin se desprende
de la Tabla 3 para esta muestra 1, el porcentaje de pobla-
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TABLA 3

POSIBLES VALORES DE DIVERSAS VARIABLES PARA
LA MUESTRA 1, SEGUN n”

n~” q D o; o;‘ 0’e oa‘ a; o;'
0.12 7.33 73 28 76 3 55 13 43
0.11 8.09 76 29 77 7 54 13 44
0.10 9.00 79 29 79 10 52 14 45
0.09 10.11 83 30 81 12 50 14 46
0.08 11.50 88 30 83 14 46 14 47
0.07 13.29 93 31 85 16 42 15 49
0.06 15.67 100 31 88 18 34 15 50
0.05 19.00 109 32 92 19 14 16 52

Velocidades en km s ™!

cion II estd comprendido entre un cinco y un doce por
ciento, mientras que la diferencia de velocidades de los
centroides D, se mantiene entre 73 y 109 km s~!. Para
poder comparar mejor las velocidades residuales tipicas,
procedemos a fijar q =9.64 de Glebocki. Segiin (38) y
(39):

n=091 n"=009 D=82kms™!

Mediante las relaciones (36), (37) y (43), se comprueba
que los momentos Mggge Y Mgge estdn dentro de los
margenes admitidos en la Tabla 1. Finalmente, nos resta
determinar las velocidades residuales tipicas, raices cua-
dradas de los momentos parciales de segundo orden, ex-
trayendo las raices en (41), deducimos los valores que
figuran en la Tabla 4, en la cual también hemos incluido
los publicados por Glebocki (1967). Es notable la con-
cordancia en & y z para ambas poblaciones. En la segun-
da componente @ difieren algo mds sin duda debido a los
términos n"'? D? y n'2 D? que aparecen en las formulas
(41). La diferencia obtenida por Glebocki resulta algo
pequefia y hace que 0p y 0y le salgan algo mayores.

TABLA 4

VELOCIDADES RESIDUALES TIPICAS DE LAS
POBLACIONES 1Y II PARA LA MUESTRA 1,
EN EL CASO q =9.64

modelo D o; o;‘ oé os‘ o; u;‘
superposicidn 82 30 80 12 51 14 45
Glebocki 50 29 80 18 58 15 45

Como la muestra 2, tiene sus momentos mucho mejor
determinados (Tabla 1) el proceso seguido es algo distin-
to al anterior. Empezamos como antes adoptando iguales
a los valores centrales, los momentos de segundo orden y
los mejores de tercero y cuarto:
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B e = 3500 km? 572 g, = 3100 km? 52
,, =840 km? 572
Beeo = — 320000 km® s™ gy = 530000 km® 53

A partir de las férmulas de la superposicion (39), (41) y
(43) deducimos estas dos superficies en q y D:

Mgge q+11 1 2q+1

_ 2
3 q D 3(@+1)?

Moo = Moo +

1 1 +1
Hogo (q+1)___ﬂ_(ﬂ___) 2

3 D 3(q+1) (49)

n o
Moo =Hgg —

y consideramos entonces la zona en que ambas superfi-
cies son positivas o iguales a cero. Dejando q libre,a par-
tir de las férmulas (28), (39), (42) y de las cotas de
Mggoe de la Tabla 1, deducimos una zona cuya intersec-
cién con las pgg =0y pge =0 determinadas antes, nos
permite acotar la q y por tanto, segiin (38):

0.05<n"<0.11

Construimos entonces la Tabla 5, donde incluimos los
valores de n"’ comprendidos entre éstos limites, que dan
ademds 1os MOmMENtOS Uy e 6 ¢ » Mo 0095 H066 605 Moo zz>
HMo6zz> Mz222, Mgzz dentro de las cotas de error y las ve-
locidades residuales tipicas reales.

Segin Glebocki (1967), para esta muestra 2, es la
q = 4.86, valor a todas luces pequefio comparado con los
obtenidos, y ya se intuye que le corresponderdn veloci-
dades residuales tipicas imaginarias (Tabla 5). No obstan-
te calculemos dichos semiejes para esta q = 4.86. Segin

(38) y (39):

n'=083 1n"=017 D=138kms™? ,

TABLA S

POSIBLES VALORES DE DIVERSAS VARIABLES PARA
LA MUESTRA 2 SEGUN n"

D o~ [ °5 aé’ u; a;”

)
a

W ® Z
0.10 9.00 173 38 148 9 58 19 YAl
0.09 10.11 181 40 152 13 54 20 73
0.08 11.51 191 41 156 17 49 21 75
0.07 13.29 203 43 161 18 41 21 77
0.06 15.67 218 44 167 20 24 22 80
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con la salvedad de que al calculat los momentos iyg 44,
Mo w00 Y Mogzz 6stos quedan fuera de los margenes de
error de la Tabla 1. Finalmente en la Tabla 6 presentamos
los valores de las velocidades residuales tipicas obtenidas
mediante (41), junto con las publicadas por Glebocki
(1967). Entre los valores de dicha tabla observamos una
menor concordancia que entre los de la Tabla 4, cons-
truida para estrellas gigantes. En particular la discrepan-
cia en @ se puede razonar como hemos hecho antes al
ser la D de Glebocki demasiado pequefia, pero este razo-
namiento no es valido para justificar las diferencias en
los otros semiejes. En consecuencia hay que recordar
que la q=4.86 no es uha de las obtenidas en la Tabla 5,
lo que sugiere recurrir a la superposicion de dos modelos
mads generales que los del tipo (6). Si se adopta una su-
perposicion de dos funciones de distribucién mds genera-
les, como son las del tipo (2), se demuestra que en las
ecuaciones (18), (19) y (20) aparecen unos nuevos térmi-
nos que justifican estas discordancias que ahora observa-
mos. En dichos términos aparecen los momentos parcia-
les de orden tres, los cuales no afectan pricticamente el
resultado de la muestra 1 de estrellas gigantes, pero si lo
hacen en el caso de la muestra 2, dado que sus momen-
tos son mucho mayores que los de las estrellas gigantes
(Tabla 1).

TABLA 6

VELOCIDADES RESIDUALES TIPICAS DE LAS
POBLACIONES 1Y II PARA LA MUESTRA 2,
EN EL CASO q =4.86

modelo D o; o;’ cé oé' c; o;’
superposicibn 138 27 13 - 56 14 63
Glebock i 100 * 37 116 23 86 15 59

Velocidades en km s ™.

Concluimos pues, que ambas muestras 1 y 2 pueden
descomponer en superposicion de dos funciones de
Schwarzschild, si bién la descomposicién propuesta por
Glebocki solo es posible para las estrellas gigantes. La
muestra 2 s6lo puede descomponer segin la q que consi-
dera este autor si admitimos una superposicién de dos
funciones de distribucion mas generales.

Finalmente, antes de pasar a considerar otras mues-
tras, evaluamos para ambos el porcentaje de poblacion I1
previsto usando los nimeros de Oort (1926) y de Kuiper
(1948). No son apropiados los resultados obtenidos por
Einasto, pues dicho autor sélo consideré6 momentos de
orden dos, que ya hemos visto que son insuficientes.
Aplicando los datos de estos autores a las muestras 1 y 2,
los porcentajes obtenidos estdn dentro de los margenes
calculados por nosotros, pero discrepan totalmente de
los propuestos por Glebocki.

b) Estudio de las muestras 3y 4
Como las muestras 3 y 4 tienen sus momentos bastan-

tes bien determinados, el proceso seguido sera andlogo al
utilizado para estudiar la muestra 2.

Empezamos primero por considerar la muestra 3 de
estrellas de Erickson. Adoptamos los momentos mejor
conocidos iguales a los valores centrales:

Beye = 1300 km? s72 o, =600 km? 572

Byp =350km? 72 g0 =— 14000 km? 53

Consideramos entonces las ligaduras (40), las cotas debi-
das a los restantes momentos (Tabla 2) y las superficies
(49) introducidas antes. Todo lo cual permite acotar la
variacion de q y por lo tanto deducir:

0.13<n"<0.50 (50)

manteniendose todos los momentos dentro de sus mar-
genes salvo el gz, que se escapa un poco, aunque lo
consideramos aceptable dado que este momento es el
peor determinado, con diferencia de todos los de la mues-
tra. También podemos acotar la diferencia de velocida-
des de los centroides D:

22<D<34kms™!

y finalmente aplicando (41) y extrayendo las respectivas
raices cuadradas deducimos entre qué margenes se mue-
ven las velocidades residuales tipicas de las poblaciones I
y II de la muestra 3.

No se dispone de valores para comparar estos semi-
ejes, pero son del orden de magnitud de los obtenidos
por varios autores para estrellas que se consideran repre-
sentativas de cada tipo de poblacion (Delhaye 1965;
Chiu 1980; Karimova y Pavloskaya 1976; Oort 1965).

20<0,,<31 47<0,<6l  kms™
8<0, <19 30<0y <47  kms™
4<g, <15 26<0; <35 kms™ ] . (51)

Lo que si es comparable para esta muestra, es el por-
centaje de poblacién II obtenido segiin Oort (1926) y
Einasto (1954) que en ambos casos es del 23%, dentro
de los mérgenes previstos en (50).

A continuacién vamos a estudiar el grupo constituido
por todas las estrellas del primer catdlogo de Eggen (1961),
al cual hemos llamado muestra 4. El proceso es andlogo
al anterior, tomamos los valores centrales para los mo-
mentos mejor determinados:
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Moo = 1300 km? 572 oo =730 km? 572
Mgz =310km? s72 p,,. =— 6300 km® 573

Heyeszz =1 100000 km?*s™4 Mggzz = 760000 km* s~

Considerando las relaciones (40) y las acotaciones de los
restantes momentos (Tabla 2) asi como las superficies
(49), conseguimos acotar q y por tanto obtenemos:

0.08<n"<0.17 (52)

y la diferencia de velocidades de los centroides de las po-
blaciones I y II estd comprendida entre:

45<D<68 kms™

y los limites de variacion de las velocidades residuales
tipicas son:

21<0,,<26 79
0<0,<15 46<0y<51 kms™
3

13<0,<14 33<0,<38 kms™! (53)

Semiejes que si los comparamos con los (51) de la mues-
tra 3, se observa que las o’ correspondientes a la pobla-
cién [ son aproximadamente del mismo orden, siendo en
cambio mayores las 0’ para la poblacion del tipo II. Lo
que tiene una sencilla explicacién, pues la muestra 4 con-
tiene estrellas mucho mas alejadas que las de la muestra
3y, por tanto, ademas de contener estrellas de la pobla-
cion II del disco, incluye otras de la poblacion II inter-
media, cuyas velocidades suelen ser mayores que las de
las estrellas de la poblacion 1I del disco.

Al igual que en las otras muestras, veamos cuales son
los porcentajes de poblacion II previstos para esta mues-
tra segin los resultados de Oort y Kuiper. No podemos
recurrir a los nimeros de Einasto, pues este autor solo dd
informacién para estrellas de la secuencia principal, y la
mitad de la muestra 4 esta constituida por estrellas de
clases de luminosidad II, III y IV. Tampoco son muy in-
dicados los porcentajes de Oort (1926, p. 55) y de Kuiper
(1948, p. 194), pues ambos corresponden a estrellas mu-
cho mis cercanas que las de la muestra 4. No obstante, al
no disponer de otros resultados, vamos a utilizarlos aun-
que sblo sea a titulo meramente indicativo. Asi obtene-
mos, usando dichos nimeros, que el procentaje previsible
de poblacion II es del orden del seis y del siete por ciento
respectivamente, valores muy préximos a nuestra cota
inferior (52).

Resumiendo, de las muestras 3 y 4 no podemos de-
terminar de forma exacta, el porcentaje de estrellas de
alta velocidad y las velocidades residuales tipicas de am-
bos tipos de poblacion, para el entorno solar. Sélo pode-
mos dar sus intervalos de variabilidad, dado que cono-
cemos los momentos con notables margenes de.error.
Estas cotas son bastante amplias para los porcentajes de
poblaciones I y II, pero mas estrictas para los valores de
los respectivos semiejes de los elipsoides de velocidades;
no podemos pues cuantificar la variacién del porcentaje
de estrellas de alta velocidad (sélo afirmar su sentido),
mientras que si nos es posible dar resultados para los
semiejes. De la muestra 3 deducimos que en el entorno
solar, hasta 20 pc, el porcentaje de poblacién II corres-
ponde a la poblacion del disco, con velocidades residua-
les tipicas del orden de (54.017.0, 38.518.5, 30.5+4.5)
km s~!. Este porcertaje de poblacion II disminuye al
considerar la muestra 4, situada entre 0 y 500 pc, con
estrellas pertenecientes a la poblacién II intermedia, aun-
que sin llegar al halo, con velocidades residuales tipicas
del orden de (85.0%6.0, 48.542.5,35.5+2.5)km s ™!, En
ambos casos las velocidades residuales tipicas correspon-
dientes a la poblacién I son del mismo orden, pudiendo-
se adoptar como valores medios de las mismas (24.0+4.0,
10.5%6.5,11.5+3.0) km s !,

V1. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos llegado a los siguientes resulta-
dos generales:

1) Hemos construido un modelo tridimensional con
momentos de orden superior a dos.

2) Se han calculado los momentos hasta cuarto orden
para cuatro muestras distintas extraidas de los catdlogos
de Eggen y de Gliese, comprobandose que los momentos
no nulos son los ya obtenidos en nuestro desarrollo te6-
rico.

3) De las formulas de superposicién obtenidas se
deduce también que la muestra total tiene sus momentos
impares no nulos, aunque lo sean todos los relativos a
ambos subsistemas.

4) Asi mismo hemos desarrollado un sencillo método
para calcular los porcentajes de poblacion Iy II que, a
partir de los valores de sus momentos hasta el cuarto
orden, pueden encontrarse en una muestra cualquiera sin
necesidad de clasificar una por una las estrellas que cons-
tituyen dicha muestra, evitando usar criterios nada claros
para las estrellas no extremas, que son siempre las mas
abundantes. También deducimos las formulas necesarias
para obtener las distintas velocidades residuales tipicas
de cada tipo de poblacion y la diferencia entre las veloci-
dades de los centroides de ambos subsistemas.

5) A partir de las muestras consideradas se deduce la
variacion de los porcentajes de las poblaciones con la
distancia al sol, asi como las velocidades residuales tipi-
cas de dichas poblaciones. Debido a los mérgenes de error
con que conocemos los momentos, no podemos cuantifi-
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car la variacién del porcentaje de estrellas de alta veloci-
dad pero si afirmar que disminuye al alejarnos del sol,
resultado que podria estar enmascarado por el hecho de
la mayor absorcion interestelar a bajas latitudes galacti-
cas. S6lo damos resultados numéricos concretos en cuan-
to se refiere a las velocidades residuales tipicas de las
poblaciones estelares.
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