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Radiaciéon de un Cuerpo Negro: Expresion de Planck

El nombre de cuerpo negro obedece al hecho de que es un cuerpo que absorbe perfectamente
toda la radiacién que incide sobre él. Sin embargo, fué Kirchhoff quien sostuvo que un cuerpo que
absorbe perfectamente energia electromagnética es un cuerpo que también puede emitir energia
electromagnética.

Con ésta definicién un cuerpo negro es aquel que absorbe toda la radiaciéon que le llega a
todas las longitudes de onda y la radiacién que él emite es sélo funcion de la tempertaura y de la
frecuencia de la onda.

Obviamente no existe ningtin objeto con tales caracteristicas, es decir, es una idealizacion
como lo es un gas ideal. Sin embargo si existen cuerpos que se aproximan a la definicion del
cuerpo negro.
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Figure 1: Dibujo esquematico de una onda. La longitud ¢ distancia entre dos valles consecutivos
6 dos crestas consecutivas se conoce como la longitud de onda, A\. El nimero de valles 6 crestas
que pasa por un determinado punto fijo en un intervalo de tiempo se conoce como la frecuencia
de la onda, v. El producto de la longitud de onda por la frecuencia de la onda es la velocidad de
la luz 6 velocidad de propagacion de la radiacion electromagnética, ¢ = v x A.

1 Desarrollo utilizando la Fisica Clasica

Digamos que se tiene un recipiente al cual es imposible que penetre cualquier radiacion electro-
magnética y cuyas paredes internas estan formadas de un material altamente reflejante. Supong-
amos ahora que dentro de este recipienbte existe un electrén que estd oscilando y por lo tanto radia
ondas electromagnéticas. Si no existiera el recipiente, estas ondas escaparian y como resultado el
electron tenderia a perder energia y eventualmente a no radiar mas.
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Sin embargo el efecto de las paredes reflejantes del recipiente es que reflejan estas ondas elec-
tromagnéticas hasta que en un momento dado impactan sobre el electréon y lo aceleran otra vez
para restablecer su capacidad de radiar 6 sea que el electrén se encuentra banado 6 rodeado de su
propia radiacion.

La emisién y absorcién estan balanceadas (Ley de Kirchhoff) de tal forma que el recipiente
entero adquiere una temperatura constante y uniforme cuando se ha alcanzado el equilibrio y esta
en estado estacionario, es decir, que el tiempo no es parte de los pardmetros y la temperatura no
depende de él.

El recipiente esta uniformemente permeado de la densidad de energia de la radiacion electro-
magnética. ; Cémo cuantificar esta densidad de energia? Consideérese el caso més sencillo en
el cual tenemos una onda que sélo puede viajar en una direccion, digamos la direccién z. Ahora
consideremos que las ondas rebotan entre las paredes en z = 0y en z = L (ver Figura 2) de tal
manera que se forma una onda estacionaria, es decir, que a la vista de un observador externo la
onda aparece fija e inamovible.

Figure 2: Dibujo esquematico de radiacion electromagnética con longitud de onda A\ dentro de un
recipiente de longitud z igual a L.

Sea el campo Eléctrico dado por la siguiente expresién:

nmwz

E,(z,t) = Ansen(T) - cos(wpt), (1)
donde
Wy =—"+0C (2)

es la frecuencia en el modo n, es decir, en la direccién z. E, es el campo eléctrico en el modo
n, es decir, en la direccion z.
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de donde

A =2L/n (4)

lo cual nos indica que para tener una onda estacionaria L debe ser un nimero entero de
medias-longitudes de onda, es decir

An
L=n— .
"2 ()

Para calcular el espectro de radiacion debemos de encontrar el nimero de modos de oscilacion,
dn, dentro del intervalo de frecuencias dw,

L
dn = —dw (6).

e

Se sabe, de los estudios de termodindmica, que un sistema en equilibrio térmico tiene una
energia, u, igual a %/@T por cada grado de libertad, 6 en este caso, por cada modo de oscilacion.
(k = 1.38 x 1071 ergs/o K.) Propiamente hablando un modo electromagnético tiene una energia
igual a kT (%/@T en el campo eléctrico y %/@T en el campo magnético). Este método lo aplicaron
Rayleigh y Jeans.

La energia promedio de radiacion en el intervalo de frecuencia dw seria:

HT£du) (7).

™

Consideremos ahora una cavidad en tres dimensiones (z,v, z), por ejemplo una guia de onda
con tapas al frente y al fondo como se aprecia en la Figura 3.

Cada modo de oscilacién tinen una frecuencia, w, determinada por los ntimeros n,m, [ de tal
manera que:

2 77/2 m2 l2
s-EtEte ®
Yy

T z

de donde necesitaremos encontrar el nimero total de modos de oscilacién (ondas estacionarias),
es decir, el conjunto de niimeros n,m, [ con frecuencias menores que w. Si graficaramos en dos
dimensiones, tendriamos un conjunto de puntos uniformemente espaciados, ver Figura 4.

Las superficies con frecuencia constante, w, son elipsoides con semiejes (%, L:f, L;é"). Todos
los puntos dentro de esa elipsoide tendran una frecuencia menor que w. Sélo tenemos que dibujar
el primer octante de la esfera ya que sélo nos interesan valores positivos de (n, m, ). Si el recipiente
tiene muchos modos de oscilacién, es decir, que el ntimero de puntos es grande dentro del octante,

entonces el nimero de puntos se aproxima al volimen del octante:

Lyw

N

B 147T<L$w>< ><sz

8 3 ' me T e

) (9)
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Figure 3: Dibujo esquemadtico de una cavidad en tres dimensiones (x,y, z) con dimensiones L, Ly,
y L, respectivamente.

donde V' = L L, L, que es el volumen del recipiente.

El nimero de ondas estacionarias es en realidad el doble que el valor dado por la expresion
(10) ya que por cada direccién de propagacién hay dos polarizaciones posibles de la onda, de tal
forma que finalmente se tiene

3

N=-"_v (11),

3m2c3

y el niimero de ondas estacionarias por unidad de frecuencia seria

2

w

La densidad de energia de la radiacion de un cuerpo negro en el intervalo de frecuencias w
y w+dw es

KT w?
Esta expresion fué originalmente derivada por los fisicos Rayleigh y Jeans. La expresién puede
escribirse como kT dN/V:

U(w)dw =

2
U =T

m2c
Después se descubrié que ésta ecuacion es sélo valida para el limite cuando el cociente de
energia en los fotones, hv, entre la energia del gas, T es mucho menor que uno, es decir, Z—; < 1.
Este régimen corresponde a grandes longitudes de onda 6 bajas frecuencias de la radiacion, es

decir, el régimen de las ondas de radio.

(14).
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Figure 4: Dibujo esquematico de ntimeros m en el eje y contra nuimeros n en el eje x. Las
superficies con frecuencia constante, w, son elipsoides.

. Qué pasa si se integra la ecuacién (14) desde w = 0 hasta w = co? Se tendria una energia
infinita. Esto indicaria que nunca se alcanzaria el equilibrio térmico.

Fué el fisico Max Planck el primero en notar que en lugar de ser T la energia por cada modo

de oscilacion era el cociente

hv
eh/cT _ 1 (15)
donde w = 27
Si se substituye la expresion (15) por cada modo de oscilacién se tiene
hw? 1
U(w)dw = —o— . dw  (16)

27203 ehw/2nkT _ ]

Y finalmente se tiene la expresién para la densidad de energia U(w):

B Amhy3 1
- 3 ' ew/kT _ 1

U(w) (17)

esta expresion es conocida como la Ley de Planck. Si se quiere la energia que fluye 6 sale a
través de la superficie que encierra al volimen V, por unidad de tiempo, se tiene

B(v) = —U(v) (18),

2hv? 1
c2 ’ ehw/kT _ 1

B(v,T) = (18)

Esta expresion es la emision de radiacion de un cuerpo negro 6 mejor conocida como la Ley
de Planck.
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2 Desarrollo utilizando la Fisica Cuantica

La radiacion electromagnética tiene una energia, F, igual a hrv, donde h es la constante de Planck
(h =6.626 x 10727 ergs s). E se conoce como un fotén. Este término lo acuné Einstein y Planck.
Los fotones son bosones, su potencial quimico, (1), es cero cuando se encuentran en equilibrio
térmico a una temperatura 7' dentro de un volimen V. Los fotones se pueden describir con la
fisica estadistica de Bose - Einstein.
El niimero promedio de fotones en el estado j es:

1
W= E e (19)
pero el estado j es un estado en el cual se tiene una frecuencia w; /2w, donde w; = me((£-)* +
() + (#)%). Debido a que un fotén de frecuencia w/2m tiene una energfa fiw; = ¢;, entonces
(19) nos queda:

_ 1
n; = 7eﬁwj-/nT 1 (20)
Debido a que existen dN = :jg dw diferentes estados del fotén (ondas estacionarias) con

frecuencias entre w/27 y w + dw/2m, entonces se tiene la expresion:

- Vo Widw
dn = 1203 chw/RT _ | (21),

y la densidad de energia promedio seria, en un intervalo de frecuencia dw:
du = hwdn/V  (22),
substituyendo (21) en (22), se tiene:

hw? dw

w23 ehw/KT _ 17

U(w)dw (23)

Esta es la energia por unidad de volumen. Si se desea la energia que fluye a través de una
superficie, S, que encierra al volimen V', por unidad de tiempo se tiene

c
By, T)=— 24
(0, T) = ulw), (24

y finalmente se tiene la expresion para el brillo é brillantez de un cuerpo negro:

2hv3 1
c2 ehv/kT _ 1°

Bw,T) = (25)

A esta expresién se le conoce como la radiacion de un cuerpo negro 6 Ley de Planck.
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