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PREFACIO

Este libro es el resultado de las notas del curso en mecanica estadistica que he estado
ofreciendo en el Departamento de Fisica en el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts.
Esta dirigido principalmente a estudiantes de posgrado en fisica.

El propésito del libro es ensenar mecanica estadistica como una parte integral de fisica
tedrica, una disciplina que tiene como objetivo describir todos los fenémenos naturales
sobre la base de una teoria unificadora. Esta teoria, en el presente, es mecanica cuantica.

Temas principales: Leyes de la Termodinamica - Gas Ideal de Fermi - Teoria de las

Estrellas Enanas Blancas

Capitulo 1.1 Breve Descripciéon de las bases de Las

Leyes de la Termodinamica

La termodindamica es una teoria fenomenologica de la materia. Como tal, toma sus con-
ceptos directamente de experimentos. La siguiente es una lista de algunos de los conceptos
bésicos que el fisico, a través de la experiencia, ha encontrado conveniente definir e in-
troducir. Seremos extremadamente breves, ya que pensamos que se supone que el lector

estd familiarizado con estos conceptos.

a) Un sistema termodindmico es cualquier sistema macroscopico.

b) Pardmetros termodindmicos son cantidades macroscopicas medibles asociadas con el
sistema, tales como la presién P, el volimen V. la temperatura T, y el campo

magnético B. Estan definidas experimentalmente.

c) Un estado termodindmico esté especificado por un conjunto de valores de todos los

parametros necesarios para la descripcién del sistema.

d) Equilibrio termodindmico prevalece cuando el estado termodindmico del sistema no

cambia con el tiempo.

e) La ecuacion de estado es una relacién funcional entre los parametros termodinamicos
para un sistema en equilibrio. Si P, V, y T son los parametros termodinamicos

del sistema, la ecuacién de estado toma la forma f(P, V, T) = 0 la cual reduce el
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nimero de variables independientes del sistema de tres a dos. La funcién fse supone
que esta dada como parte de la especificacion del sistema. Es usual representar el
estado de tal sistema por un punto en el espacio tridimensional P-V-T. La ecuacién
de estado por lo tanto define una superficie en este espacio, como se muestra en la
figura 1.1. Cualquier punto sobre la superficie representa un estado de equilibrio.
En termodinamica un estado automaticamente significa un estado en equilibrio a

menos que se especifique de otra manera.

f) Una transformacion termodindmica es una cambio de estado. Si el estado final es
un estado de equilibrio, la transformacion puede realizarse solamente a través de
cambios en las condiciones externas al sistema. La transformacién es cuasi-estditica
si la condicién externa cambia en forma tan lenta que en cualquier momento el
sistema estd aproximadamente en equilibrio. Es reversible si la transformacién sigue
en forma regresiva su historia en tiempo cuando la condicién externa sigue, a su vez,
en forma regresiva su historia en tiempo. Una transformacién reversible es cuasi-
estatica, pero lo contrario no necesariamente es verdad. Por ejemplo, un gas que
libremente se expande en elementos infinitesimales sucesivos de volimen sufre una

transformaciéon cuasi-estatica, pero no es una transformacién reversible.
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Figure 1: Representacién geométrica de la ecuacién de estado, en tres dimensiones,

presiéon, temperatura y volimen.

g) El diagrama P - V de un sistema es la proyeccién de la superficie de la ecuacién
de estado sobre el plano P - V. Cada punto en el diagrama P - V, por lo tanto,
representa un estado de equilibrio. Una transformacién reversible es un camino

continuo sobre el diagrama P - V. Transformaciones reversibles de tipos especificos
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crean caminos con nombres especificos, tales como, isotermas, adiabdtico, etc. Una

transformacion que no es reversible no puede representarse de esta manera.

h) El concepto de trabajo se toma de los conceptos de mecanica. Por ejemplo, para un
sistema cuyos parametros son P, V, y T, el trabajo dW hecho por un sistema en
una transformacion infinitesimal en la cual el volimen incrementa por un factor de

dV estd dado por

dW = PdV. (1)

La generalizacion a otros casos debe ser obvia.
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Figure 2: La escala de temperatura de un gas ideal. Temperatura en el eje horizontal y
PV /Nk en el eje vertical.

i) Caloreslo que es absorbido por un sistema homogéneo si su temperatura se incrementa
mientras no se realiza ningun trabajo. Si A es una pequena cantidad del calor
absorbido, y AT es el pequeno cambio de temperatura al absorber el calor, la

capacidad calorifica C esta definia como:

AQ = CAT (2)

La capacidad calorifica depende de la naturaleza detallada del sistema y esta dada

como parte de la especificacion del sistema. Es un hecho experimental que, para el
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mismo AT, AQ) es diferente para diferentes maneras de calentar al sistema. Cor-
respondientemente, la capacidad calorifica depende de la manera de calentar. CYy
y Cp son comunmente consideradas las capacidades calorificas cuando se calienta
teniendo constante el volimen, y teniendo constante la presién respectivamente.lLas
capacidades calorificas por unidad de masa 6 por mol de una substancia se denom-

inan calores especificos.

j) Una fuente de calor, 6 simplemente una fuente, es un sistema tan grande que la ganancia

o pérdida de cualquier cantidad finita de calor no cambia su temperatura.

k) Un sistema esta térmicamente aislado si se lleva a cabo ningin intercambio de calor en-
tre el sistema y el mundo externo. Aislamiento térmico se puede adquirir envolviendo
al sistema con una pared adiabdtica. Cualquier transformacion que el sistema pueda

llevar a cabo en aislamiento térmico se dice que se hace adiabaticamente.

1) Una cantidad termodindmica se dice que es extensiva si es proporcional a la cantidad
de la substancia en el sistema en consideracion y se dice que es intensiva si es inde-
pendiente de la cantidad de substancia en el sistema en consideracién. Es un hecho
importante empirico que, a primera aproximacion, ninguna cantidad termodinamica

es ni extensiva ni intensiva.

m) El gas ideal es un sistema importante idealizado. Experimentalmente, todos los gases
se comportan en una manera universal cuando ellos estan suficientemente diluidos.
El gas ideal es una idealizaciéon de este comportameinto limite. Los pardmetros
para un gas ideal son la presion, P, el volimen V| la temperatura T, y el nimero

de moléculas N. La ecuacion de estado esta dada por la Ley de Boyle:

PV
= constante (para una temperatura constante) (3)

El valor de esta constante depende de la escala de temperatura que se utilize.

n) La ecuacién de estado de un gas ideal, de hecho, define una escala de temperatura, la

temperatura del gas ideal, T:

PV = NkT (4)
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donde k = 1.38 x 10716 erg/°K, que se denomina la constante de Boltzmann. Su
valor esta determinado por la convencion internacional adoptada para los intervalos
de temperatura, es decir, la escala Centigrada. Esta escala tiene un caracter uni-
versal porque el gas ideal tiene un caracter universal. El origen 7' = 0 se escogid
arbitrariamente. Despues veremos que tiene un significado absoluto de acuerdo a la

segunda ley de la termodinamica.

Para construir una escala de temperatura de un gas-ideal podemos proceder como
sigue. Medir PV/Nk de un gas ideal a la temperatura en la cual el agua ebulle y
tambien a la cual el agua se congela. Grafique estos dos puntos y dibuje una linea
recta pasando por los dos puntos, como se muestra en la figura 2. Al punto de
interseccién de la linea con la abscissa (eje horizontal) se escoge como el origen de
la escala. Los intervalos de la escala de temperatura se escogen de tal manera que
haya 100 divisiones iguales entre el punto de ebullicién y el punto de congelamiento
del agua. La escala resultante es la escala de Kelvin (°K). Para utilizar esta escala,
poner cualquier cosa a la que se desee medir su temperatura en contacto térmico
con un gas ideal (ejem. gas helio a una muy baja densidad), medir PV/Nk del gas
ideal y leer la temperatura directo de la gréafica de la Fig. 2. Una forma equivalente

de la ecuacion de estado de un gas ideal es:

PV = nRT (5)

donde n es el nimero de moles de un gas y R es la contante de un gas ideal:
R =8.315 joul/°K, o R = 1.986 cal/°K, 6 R = 0.0821 litros-atmosfera/°K. Su valor

viene del valor de la contante de Boltzmann y el nimero de Avogadro:

Nimero de Avogadro = 6.205 x 10?3 4tomos por cada mol.

Capitulo 7: Mecanica Estadistica Clasica

Seccion 7.5 El Gas Ideal Clasico

Para ilustrar el método de célculo en el ensamble microcanénico consideremos el gas ideal
clasico. Este ha sido considerado anteriormente en nuestra discusion de la energia cinética

de los gases. En aquélla discusion tambien introducimos el ensamble microcandnico,
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pero obtuvimos todas las propiedades termodinamicas del gas ideal via la funcién de dis-
tribuciéon. A manera de ilustracién, derivaremos los mismos resultados considerando un
sistema aislado que ocupa un volimen V', y tiene una energia F dentro de una incer-

tidumbre A <« E. El Hamiltoniano es:

1N
H_—_E 2 6
Qmizlp’ (6)

Primero calculamos

1
Z(E) 13N I’py - Epnd’qr - - - Py (7)

H<FE
donde h es una constante de las dimensiones de momento x distancia introducida para

que > (F) no tenga dimensiones. La integracién sobre ¢; se puede llevar a cabo inmedi-

atamente, dando el factor de V. Sea

R=Vv2mFE (8)
Entonces nos queda

> = (1) o ()

donde @), es el volimen de una n — ésima esfera de radio R:

Q. (R) = / dxy dxg - - dz, (10)
z24zi+ 2 <R?

Claramente

0, (R) = C,R" (11)

donde C,, es una constante. Para encontrar C,, considérese la identidad

+00 +00 ) ) 400 ) n

El lado izquierdo de la ecuacion 12 se puede volver a expresar de otra manera. Sea
Sp(R) = df2,(R)/dR sea el drea superficial de la n — ésima esfera de radio R. Entonces

se tiene
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—+00 —+o00 5 “+o00 )
/ / e"@ttm) gy, o de, = / S.(R)e ®dR
— 0

“+o0
= nC, / R e’ 4R
0

2
1
= nC, (ﬁ - 1)! (13)
Comparando las ecuaciones 12 y 13 nos da
n/2
T
Ch="——"— 14
(n/2 —1)! (14)
log C, n?ooglog ﬂ—glog g+g (15)
Por lo tanto,
v N
Z(E) = Csn {E(QWE)B/Q} (16)
La entropia del gas ideal es
vV 3
S(E,V) =k |log Cs3x5 + N log 73T §Nlog (2mE) (17)
Utilizando la ecuacion 15, la expresion para la entropia se reduce a:
4vm EN*?| 3
E = Nkl — -N 1
S(E,V) K log V(3h2N) +2 K (18)

Encontrando F en términos de S y V', y denominando la funcién resultante U(S, V) (es

decir, la energia interna), se obtiene
3 h*\ N 28
us,v) = (Ea) Ve e (gm - 1) (19)

ou 2U
T (&) =22 2
(3S)V 3Nk (20)

de la cual se puede obtener
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2
CV = gN/‘i (21)
Finalmente la ecuacién de estado es:
oU 2U NgT
pP—_ _ Y _ 22
(8V)S 3V Vv (22)

Este calculo muestra que el ensamble microcanénico es burdo para utilizar. Hay
poca esperanza de que podamos llevar a cabo directamente una receta del ensamble mi-
crocandnico para cualquier otro sistema que no sea el gas ideal. Después en el libro
introduciremos el ensamble canénico que da resultados equivalentes al del ensamble mi-

crocandnico pero que es mas util y conveniente para calculos practicos.

Capitulo 9: Estadistica Cuantomecanica

Seccion 9.1 Los Postulados de Mecanica Cuantica Estadistica

Todos los sistemas en la naturaleza obedecen la leyes de mecanica cuantica. En mecanica
cuantica, un observable de un sistema esta asociado con un operador hermiciano, el cual
opera en el espacio de Hilbert. Un estado de un sistema es un vector | ¥) en el mismo
espacio de Hilbert. Si | ¢) es un eigenvector de los operadores de posicién de todas las
particulas en el sistema, entonces (g | ¥) = ¥(q) es la funcién de onda del sistema en el

estado | ¥). La funcién de onda proporciona una descripciéon completa del estado.

Seccion 9.3 Ensambles en Mecanica Cuantica Estadistica

Ensamble Microcanénico
La matriz de densidad (de estados) para un ensamble microcanénico en la repre-

sentacién en la cual el Hamiltoniano es diagonal es

donde

\bn\2:{1 (E< E,<E+A) 24

0 (cualquier otro valor)
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donde {E,} son los eigenvalores del Hamiltoniano. El operador de densidad es

o= Y o), | (25)

E<En<E+A

La traza de p es igual al numero de estados cuya energia caé entre £y F + A:

Trp=> pon=T(E) (26)

Para sistemas macroscopicos, el espectro de energias (F,) casi forma un continuo. Para

A < F, podemos tomar

[(E) = w(E)A (27)

donde w(F) es la densidad de estados a una cierta energia E. La conexién entre el
ensamble microcandnico y la termodinamica esta establecido al identificar la entropia

como

S(E,V) =k log I'(E) (28)

donde k es la constante de Boltzmann. Esta definicion es la misma como la que se tienen en

mecénica estadistica clésica, excepto que I'( E') debera ser calculada en mecénica cuantica.

Seccion 9.5 Los Gases Ideales El Ensamble Microcanonico

El sistema mas simple de N particulas idénticas es aquél compuesto de N miembros no

interactuantes. El Hamiltoniano es:

N
P’
H= Zl = (29)
donde p? = p; - pi, y Pi es el operador del momento de la iésima particula. El Hamilto-
niano es independiente de la posicion de las particulas de las particulas o cualquier otra
coordenada, ejemplo, espin.

En la naturaleza un sistema de N particulas idénticas es cualquiera de dos tipos:

Un sistema Bose 6 un sistema Fermi. Un conjunto completo de eigenfunciones para un

sistema Bose es la coleccion de aquéllas eigenfunciones de H que son simétricas en el
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contexto de un intercambio de cualquier par de coordenadas de las particulas. Un con-
junto completo de eigenfunciones para un sistema de Fermi es la coleccion de
aquéllas eigenfunciones de H que son antisimétricas en el contexto de un inter-
cambio de cualquier par de coordenadas de particulas. Las particulas formando
un sistema Bose son denominados bosones, mientras que las particulas formando un
sistema Fermi son denominados fermiones.
Adicionalmente a estos dos tipos de sistemas, definimos para una comparacion matematica,

lo que se denomina un sistema Boltzmann. Esta definido como un sistema de particulas
cuyas eigenfunciones son todas las eigenfunciones de H, pero la regla para conteo de esas

4

eigenfunciones debe ser “ el conteo correcto de Boltzmann”. El conjunto de eigenfun-
ciones para un sistema Boltzmann incluye aquellas para un sistema Bose y aquellas para
un sistema Fermi, y mas. No existe ningun sistema conocido de este tipo en la natu-
raleza. Sin embargo es un modelo 1til porque a altas temperaturas el comportamiento
termodinamico de ambos, el sistema Bose y el sistema Fermi, se aproximan al sistema
Boltzmann.

Para particulas idénticas no interactuantes se tienen tres casos: El gas Ideal Bose, el
gas Ideal Fermi, y el gas Ideal Boltzmann. Primero veremos la termodinamica de estos
gases ideales en el formalismo de un ensamble microcanénico. Para este propdsito es
necesario encontrar, para cada uno de estos casos, el nimero de estados I'(E) del sistema
que tengan un eigenvalor de energia que esté entre £y E + A. Esto es, debemos aprender
como contar.

Para evitar complicaciones innecesarias nos avocamos a discutir solamente particulas
sin espin. Cualquier eigenvalor de energia de un sistema ideal es la suma de las energias

de particulas-individuales, denominados niveles. Estos estan dados por:

2
&= (30)

~2m

donde p = |p| v p es el eigenvalor del momento de una particula individual:

2

donde n es un vector cuyas componentes son 0 6 + enteros y L es la raiz cubica del

volumen del sistema:

L=V
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En el limite, cuando V — oo los posibles valores de p forman un continuo. Entonces una

suma de p puede algunas veces ser reemplazada por una integracion:

> g [ (52)

donde h = 27h es la constante de Planck.

Un estado de un sistema ideal puede ser especificado por la especificacién de un con-
junto de numeros de ocupacién {n,} de tal manera definido que existen un nimero n,
de particulas teniendo un momento p en el estado bajo consideracién. Obviamente la

energia total F y el nimero total de particulas N del estado estan dadas por:

E = Zepnp
P

N = an
P

Para bosones y fermiones sin espin (n,) define unequivocamente un estado del sistema.

(33)

Los valores permitidos para cualquier n, son:

0,1,2,3,... ara bosones

my = (para bosones) 34
0,1 (para fermiones)

Para un gas con estadistica de Boltzmann n, = 0,1,2,. .., pero {n,} especifica un nimero

N!/TL,(ny!) de estados del sistema de N particulas. Esto es porque un intercambio del
momento de dos particulas en el sistema en general lleva hacia un nuevo estado pero deja
{n,} intacto.

La energia total es un nimero E dado con una incertidumbre pequena A, cuyo valor
no es importante. I'(E) se puede encontrar de la siguiente manera. En el limite cuando
V' — o0, los niveles forman un continuo. Dividamos el espectro de niveles (ec. 30) en
grupos de niveles teniendo cada uno g;, gs, ... niveles respectivamente. Cada grupo se
denomina celda y tiene una energia promedio ¢;. El nimero de ocupacion de la iésima
celda, denotada como n; es la suma de n, sobre todos los niveles en la iésima celda. Cada

g; se supone que sea muy grande, pero su valor exacto no importa. Sea

W{n;} = namero de estados del sistema correspondientes al conjunto de (35)

nimeros de ocupacién {n; }
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Entonces
L(E) =Y W{n} (36)
{ni}
donde la suma se hace sobre todos los conjuntos de enteros {n;} que satisfacen las condi-

clones

E = ) en (37)

Para encontrar W {n;} para un gas tipo Bose y un gas tipo Fermi es suficiente el en-
contrar w;, es decir, el nimero de maneras en las cuales n; particulas pueden ser asignadas
a la 7ésima celda (la cual contiene g; niveles). Dado que el intercambiando particulas en

diferentes celdas no lleva a un nuevo estado del sistema, se tiene W {n;} = ij. Para

una gas con estadistica de Boltzmann el intercambiar particulas en diferentés celdas si
lleva a un nuevo estado del sistema, y podemos considerar todas juntas las N particulas.
Los tres casos se muestran enseguida.

Gas tipo Bose. Cada nivel puede estar ocupado por cualquier nimero de particulas.
Imaginese la iésima celda con g; subceldas, cada una con ¢g; — 1 particiones, como se

muestra a continuacion:

subcelda 1 2 3 gi—1 gi

El nimero w; es el numero de permutaciones de las n; particulas mas las g; — 1
particiones que dan lugar a distintos arreglos
o (nﬁ—gi—l)!

Por lo tanto se tiene

Wiy =Twi = [T mitgi= Db g (39)

Gas tipo Fermi. El numero de particulas en cada una de las subceldas ¢; de la
1ésima celda es ya sea 0 6 1. Por lo tanto w; es igual al numero de maneras en las cuales

n; cosas pueden ser escogidas de un total de g; cosas:
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gi gi!
;= =7 40
v < n; ) ni!(gi - ni)! ( )

Por lo tanto se tiene

i —n;)!

W {n;} = H w =] n'(ggi' (Fermi) (41)

i
Gas tipo Boltzmann. Las N particulas son primeramente colocadas en celdas, teniendo

n; particulas la iésima celda. Existen N!/ H(nz') maneras de hacer esto. Dentro de la

1ésima celda hay ¢; niveles. Entre las n; parzticulas en la 7ésima celda, la primera puede
ocupar estos niveles de g; maneras. La segunda y todas las subsecuentes también pueden
ocupar los niveles de ¢g; maneras. Por lo tanto, hay (g;)™ maneras en las cuales n;
particulas pueden ocupar los g; niveles. El niimero total de maneras para obtener {n;} es
por lo tanto

(2

Sin embargo, W {n;} esta definido para ser igual a 1/N! de la tltima cantidad:

W{n;} = H 797?‘ (Boltzmann) (42)

Esta definicion corresponde a la regla del “correcto conteo de Boltzmann” y no corresponde
a ninguna propiedad fisica de las particulas en el sistema. Es solamente una regla que
define el modelo matematico.

El hecho de la regla para el conteo de estados sea diferente para los tres tipos de
gases da lugar a la terminologia estadistica de Bose, estadistica de Fermi, y estadistica de
Boltzmann las vuales se refieren a las tres reglas de conteo respectivamente.

Para encontrar la entropia S = k log I'(E') necesitamos sumar W {n;}, sobre todos
los nimeros de ocupacién de la iésima celda, {n;}, de acuerdo con la expresién en la ec.
35. Esta seria una grandisisisima tarea. Para el gas de Boltzmann, esto se realiz6 en la
Seccién 7.5. Como bien podriamos adivinar, sin embargo, I'(E) se aproxima muy bien
por W {n;}, donde {n;} es el conjunto de nimero de ocupacién que maximiza W {n;} de
acuerdo a las ec. 37 y ec. 38. Adoptamos esta aproximacion y verificamos su exactitud

mostrando que las fluctuaciones son pequenas. Asi, la entropia se denota como:
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S =k log W{n;} (43)

Para encontrar {7;} maximizamos W {n;} variando los nimeros de ocupacién de la
1ésima celda, n;, de acuerdo a la ec. 37 y a la ec. 38. Los detalles del calculo son similares

a los dados en la Seccién 4.3 y no se reproduciran aqui. Simplemente damos las soluciones:

Ji Bose
ng=4q 2 te’iFl Fermi (44)
gize P (Boltzmann)

Deducimos de esto que

1 Bose
n, =< zltefrFl Fermi (45)
zePer (Boltzmann)

Los paramatros z y 3 son los multiplicadores de Lagrange que deben ser determinados

segun las siguientes condiciones:

Zepﬁp = F
p
n, =N
p

La primera de estas expresiones nos lleva a la identificacién de = 1/kT, y la segunda

(46)

identifica a z como una fugacidad 2 .

Utilizando la aproximacién de Sterling y despreciando 1 comparado con g¢; tenemos,
de las ecs. 42 y 43

2Nota del traductor: la palabra fugacidad se ha escrito como traduccién de la palabra en inglés fugacity
la cual es la presién corregida utilizada en las ecuaciones termodinamicas de gases reales para darles la
misma forma como las ecuaciones de gases ideales. fa = Aalimite,—o(yap/Aa), donde p es la presién, y
ya es el nimero de moles de A dividido por el niimero total de moles en la mezcla. La actividad absoluta,
A4 esta definida por la expresién Ay = e*/5T donde p es el potencial quimico de una substancia. La
actividad relativa, A, esta dada por A/A4 donde A4 es la actividad absoluta de una substancia pura a la

misma temperatura y presién de la mezcla.
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(

E {ﬁz log (1 + %) +¢; log (14 &)] (Bose)
S : Gi n; .
| 7l — n iy _ g _ 4
— =log W {n;} EZ {nz log (T_LZ 1) —g; log (1 Z)] (Fermi) (47)
E n; log (%) (Boltzmann)
, 1

Mas explicitamente,

Be; —log 2 Bes
; g {m — log (]_ — ze ) (BOSG)
S Be; — log z e .
E = < ;gi {m -+ log (1 + ze ):| (Ferml) (48)
z Z gie " (Be; — log 2) (Boltzmann)

La validez de estas ecuaciones depende de la suposicion que

<1 (49)

Esto puede facilmente verificarse haciendo un calculo similar a aquél en la derivacion
de la ec. 4.543. De la ecuacién 48 todas las demas funciones termodindmicas pueden ser
determinadas una vez que z sea determinada en términos de N de la ecuacién 46.

Para el gas con estadistica de Boltzmann se hara el desglose matematico explicitamente.
De las ecuaciones 38 y 44 tenemos:

2V [

N=2) gie " =2> elr= ) A e PP g =
i p

2V

el (50)

3Nota del traductor: La ec. 4.54 es

G- G~

Dado que 7;/N es menor que uno, el lado derecho de la ecuacién llega a ser extremadamente pequeno

si N es el niimero de moléculas en 1 mole de gas, es decir, N ~ 10%°. Esto implica que la probabilidad
P {n;} presenta un pico extremadamente angosto en {n;}. El ancho del pico es tal que P {n;} es escen-
cialmente reducida a cero cuando cualquiera de n; /N difiere de 7;/N por un niimero del orden de 1/v'N.

Denominaremos a las distribuciones dentro del pico distribuciones ”escencialmente Maxwell-Boltzmann”
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Figure 3: Divisiones del espectro de energia en subceldas de una particula individual.

[ 2mh?
A= mrT' (51)

A esta cantidad se le denomina la longitud de onda térmica porque es del orden de la lon-

donde

gitud de onda de de Broglie de una particula de masa m con una energia 7. Escribiendo
v =V /N se obtiene:

2= — (52)

La condicién E = > n;e; requiere que:
Vo 2 3
E==z zi:gieie_ﬂ” =z zp: 0 PP = Zh—3 /0 47Tp2(2p—m)e_ﬂp2/2mdp = §N/£T (53)

Por lo tanto T es la temperatura absoluta. La entropia esta dada, utilizando las ecuaciones
46 y 48:
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S
Z = § —hep —1 = BE—-NI
p z p e (Be, —log 2) 16} og z
3 N [ 2xr2\*? (54)
= —-N—-Nlog |—=
2 V \mrT

Esta es la ecuacion Sackur-Tetrode. El hecho de que la constante h = 27h es la constante
de Planck se deduce de la ecuacién 31, donde A hace su primera aparicién. La ecuacion
de estado se deduce de las funciones U(S, V), la cual es E expresada en términos de S y
de V. Se encuentra directamente que PV = NkT. Se debe hacer notar que la ecuacion
54 no satisface la tercera ley de la termodindmica?. Esto no debe causar ningtin panico
debido a que un gas de Boltzmann no es un sistema fisico. Es solamente un modelo hacia
el cual los gases Bose y Fermi convergen a altas temperaturas. Esto muestra, sin embargo,
que la tercera ley de la termodinamica no es una consecuencia automatica de los principios
generales de mecanica cuantica sino que depende de la naturaleza de la densidad de los
estados cerca del estado base.

Los detalles matematicos para los gases de Bose y de Fermi se pudieran desglosar en
forma similar. Sin embargo, seran discutidos mas convenientemente en el gran ensamble

candnico que se considera a continuacion.

Seccién 9.6: Los Gases Ideales, El Gran Ensamble Candnico

Las funciones de particién de los gases ideales son:

Qu(V, T) =3 g{n,} e L} (55)
{"p}
donde

E{n,} = Zepnp (56)

4Nota del traductor: La tercera ley de la termodindmica, de la seccién 9.4 dice: A una temper-
atura absoluta de cero, un sistema estd en su estado base. Para un sistema cuyos eigenvalores de en-
ergia son discretos, la entropi S(E, V) =k log I'(E) implica que a una temperatura de cero absoluto
S(E,V) =1k log G donde G es el tipo de degeneracién del estado base. Si el estado base es tinico, en-
tonces S = 0 a una temperatura de cero absoluto. Si el estado base no es tnico, pero G < N, donde N es

el nimero total de moléculas en el sistema, entonces a una temperatura de cero absoluto, S < k log N.
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y los ntimeros de ocupacién estan sujetos a la condicén

Z n, =N (57)

Para un gas con estadistica de Bose y un gas con estadistica de Boltzmann n, = 0,1,2, .. ..
Para un gas con estadistica de Fermi, n, = 0,1. El nimero de estados correspondientes

a Ny, sSon

1 (Bose y Fermi)

= 1 N! o8
9iny} N (Boltzmann) (58)
e
\ p

Para un gas ideal con estadistica de Boltzmann se tiene:

e—Pnoeo p—Pniel 1 N
_ o) — (B —Be o
Ov=>, )= et )

(ng,ny,-)

n;=N

La igualdad es el teorema multinomial. En el limite cuando V — oo se puede escribir

e Vo[ —(802)/(2m meT \*/?
IR L (e )
P
Por lo tanto,
1 vV (mrT\*?
N log @y =log N (27rh2) (60)

de la cual se deduce la ecuacion Sacktur-Tetrode para la entropia y la ecuacion de estado
PV = NkT.

Para los gases con estadistica de Bose y de Fermi, la funcién de particiéon no se puede
evaluar facilmente debido a la condiciéon expresada en la ecuacién 57. En vez de la funcion

de particion, se considerara la gran funcién de particion

SN Db DR

N=0 {np}
2mp=N (61)

L(z,V,T) =

M 11
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Se debe notar que la doble sumatoria es equivalente a sumar cada n, independientemente.

Los resultados son:

H ?16_&? (Bose)
LaV )= ﬁ (1 + ze*fjﬁp) (Fermi) (62)

p

Las ecuaciones de estado son:

- Z log(1 — ze ") (Bose)

PV
— =log L(z,V,T) = b 63
KT ( ) Z log(1 + ze™P)  (Fermi) (63)
p
de las cuales z debe eliminarse con la ayuda de las ecuaciones
1
5 Z R (Bose)
N=zolog L(zV.T) =9 T 0 (64)
= ——— — (Fermi)
~ 1+ ze P

Los nimeros promedio de ocupacién (n,) estan dados por:

zePer ose
() = ( ’ ) (65)

LFze P \ Fermi
los cuales son los mismos que los expresados en la ecuacion 45. Las ecuaciones 64 no

expresan otra cosa que el enunciado:

N=> (n,) (66)

Los resultados obtenidos hasta aqui son completamente equivalentes a aquellos en el
ensamble microcandnico (tal como deberia ser).

Ahora, dejemos que en el limite V — oo, y reemplazemos las sumatorias de p por
integrales de p en la manera indicada en la ecuacién 32 siempre que sea posible. Tal
reemplazo es claramente valido si el sumando en cuestion es finito para todos p. En las
ecuaciones 63 y 64 el término de fugacidad, z es una cantidad no-negativa para ambos
gases Bose y Fermi. Si por el contrario, z fuese negativa, entonces la ecuacion 64 no podria

satisfacerse para nimeros positivos N. Vemos inmediatamente que para el gas ideal de
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Fermi es permisible reemplazar las sumas en las ecuaciones 63 y 64 por integrales sobre
p. Entonces se obtienen las siguientes ecuaciones de estado.
Gas Ideal de Fermi

P 4 o 2

— = h—z p* log (1 + ze 7P /Qm)dp

K

R A S (67)
v Rk, b —emrm 1P

donde v = V/N. Se puede verificar de una manera directa que la ecuacién 67 también
se puede escribir de la forma
P 1

T =y fs12(2) (68)

e | —=

= Ef3/2
donde A = \/27h?/mkT y

4 oo ) > — 1)1,

[52(2) = ﬁ/o 2% log(1 + ze ™ )dx = lzl (ZQTZ (69)
9 o0 (1)1,

fin) = e tip=3 0 (70)

Para un gas idel Bose los summandos en las ecuaciones 63 y 64 divergen cuando z — 1
porque el término individual correspondiente a p = 0 diverge. Por lo tanto, el término
individual p = 0 puede ser tan importante como la suma entera. Dividimos los términos
en las ecuaciones 63 y 64 que corresponden a p = 0 y los reemplazamos las sumas restantes
por integrales. Asi obtenemos las ecuaciones de estado.

Gas Ideal de Bose

% = —i—z 40019 log[1 — ze_ﬁPQ/dep - % log(1 — z)
Am 2 1 1 =z (71)
- h_/ Yy e G T g

donde v = V' /N. Se puede verificar en forma directa que la expresién 71 también se puede

S| =

expresar como:

P 1 1

— = ——3g5/2(z) — —log(1—2z)

i G Vs (72)
o = wety
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donde A = /(27h2)/(mkT), y

4[>, o >l
g52(2) = —/ 2" log(l — ze™* )dxzz_ (73)
ﬁ 0 — 15/2
0 2, 2
92() = .00 =D (74)
I=1

Tal y como se implica en la ecuacién 65, la cantidad z/(1 - z) es el nimero promedio

de ocupacién (n,) para el nivel con p = 0 de una particula sencilla:

z

1—» - <no> (75)

Este término contribuye significativamente a la expresién 72 siempre y cuando (ng)/V

es un numero finito, por ejemplo, si una fraccién de todas las particulas en el sistema
ocupanel nivel individual con p = 0 (se verd en la Seccién 12.3 que tal circunstancia da
lugar al fenémeno de la condensaciéon Bose-Einstein®).

La energia interna para ambos gases ideales Bose y Fermi puede deducirse de la féormula

U(z,V,T):%ZzN >

—0
e B epnp Z epnp] = %[log L(z,V,T)] (76)

Dado que que log £ = PV /NkT, se obtiene de las ecuaciones 68 y 72 los resultados
siguientes:

3 KT
" ~— [5/2(2) (Fermi)

FUEVT =4 3% (77)
533 95/2( z) (Bose)
Para expresar U en terminos de N, V, y T debemos eliminar z. El resultado seria una
funcién muy complicada. Sin embargo, una comparacién entre las ecuaciones 68, 72, y 77
nos muestra que U esta directamente relacionada con la presion a través de

U= gPV (Bose y Fermi) (78)

5Nota del traductor: El capitulo 12 habla sobre el Gas Ideal de Bose, y en particular la seccién 12.3

habla sobre La Condensacion Bose-Einstein.
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Esta expresién también es valida para el gas ideal tipo Boltzmann®.

Capitulo 11: El GGas Ideal de Fermi

11.1 Ecuacion de Estado de un Gas Ideal de Fermi

La ecuacién de estado de un gas ideal de Fermi sin espin se obtiene eliminando z de las
ecuaciones 67. Primero estudiaremos el comportamiento de z tal y como esta determinado
por la segunda ecuacion en 67, es decir,

)\3

& = f32(2) (79)
donde v=V /Ny

f3/2(2) G / o df (80)

Se puede facilmente verificar que es f3/5(2) es una funmon monoténicamente creciente de

z. Para valores pequenos de z tenemos la serie de potencias

22 23 24

f3/2(z) =z - 23/2 + 33/2 - 43/2 +oe (81)

Para valores grandes de z se puede obtener una expansion asintética a través de un método

introducido por Sommerfeld. Sea xkTv el potencial quimico el cual esta definido por

0A
kKlv = (a—N) r (82)

y estd relacionada con z como sigue

v=log z (83)

Por lo tanto

4 [* 2P
Fe) = [ e

2 0o 3/2 y—v
- = id — / ¢ Sdy
Vo evv+1 3/ (ev=v +1)2

6Nota del traductor: En la expresién para U se ha supuesto que V= log (I — z) en la ecuacién 72 se

(84)

puede despreciar. Esto se justifica en la Seccién 12.3 donde se trata la condensaciéon Bose-Einstein.
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El ultimo paso se obtiene a través de una integracién por partes. Expandiendo y®/? en

una serie de Taylor alrededor de v, se obtiene

J3/2

4 [ v 3 3
d 3/2 e 1/2 o < —1/2 . 2 .
4 < et 3 3
dt (V312 4 2020 4 2,122
3\/7?/V ot W gy gy )

Ahora escribimos

[-].-].

La segunda integral es del orden e™”. Por lo tanto se tiene

4 et 3 3
fs2 = —/ ———dt (PP S S ) 4 OeY)
/ 3\1% (et 1)? 2 8 (s5)

3 3
= —(]01/3/2 + 5]11/1/2 + g[gl/_l/2 + - ) + O(G_V)

3V
donde
o] tnet
I, = ——dt 86
| e 0
Sin tomar en cuenta el factor de t", el integrando es una funcién par de t. Por lo tanto,

I, = 0 para todos los valores impares de n. Para valores pares de n, se tiene

> d 1
Iy = -2 — dt =1 87
0 /0 dt (et +1) (87)
y para valores pares mayores que cero, n > 0,
o o] tn—l 00 n—1
L, = -2 {—/ Aidt} - 2n/ —
oX Jo (eM+1) |, o €ev+1 (88)

= (n=12n)(1 —2""")¢(n)
donde ((n) es la funcién zeta de Riemann de n y es una funcién que se encuentra en

tablas. Algunos valores de ((n) son:

4 7T6

@) =G5 S0 =g

2
6 945

((2) =

Por lo tanto,
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.f‘;,.? fr)

+

Figure 4: La funcién f3,, como funcién de z. Nétese que la funcion f;/, aumenta lenta-

mente en funcién de z.

fap(2) = 3 f (log 2" + “og 22 4] 4 0 (89)

Una gréafica de f3,2(z) se muestra en la figura 5. Para cualquier valor positivo de A7 /v,
el valor de z determinado por la ecuacion 79, se puede leer directamente de la grafica. Se
observa que z aumenta monotonicamente al aumentar A% /v. Para valores fijos de v, z
aumenta monotonicamente al disminuir la temperatura.

Altas Temperaturas y Bajas Densidades (\? /v < 1)

Para A% /v < 1 la separacién promedio interparticula v?/? es mucho mas grande que
la longitud de onda térmica A. Esperariamos efectos cudnticos despreciables. De las
ecuaciones 79 y 81 se obtiene

A3 22
DERE

la cual se puede resolver para darnos

1)

Por lo tanto z se reduce a la expresion para el gas con estadistica de Boltzmann
(ecuacién 52) cuando A2 — 0 (T — oo). El ntimero promedio de ocupacién (ecuacién
65) se reduce la la forma Maxwell-Boltzmann

/\3
(np) & —e™P (91)

v
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La ecuacion de estado (ecuacién 67) esta dada por la siguiente expresion
Pv v 22 _1 1 A 99
o\ G TEr ) Ty (92)
Esta es la forma de la expansion virial. Las correcciones a la ley clasica del gas ideal, sin

embargo, no son debidas a las interacciones moleculares, sino a los efectos cudnticos. El

segundo coeficiente virial en este caso es

A3 1 [2rh2\?
25/2 - 25/2 (m%T) (93)

Todas las demas funciones termodinamicas se reducen a aquellas para el gas ideal

clasico mas pequenas correcciones.

Bajas Temperaturas y Altas densidades \’ /v > 1

Para valores A% /v > 1 la longitud de onda promedio de de Broglie de una particula
es mucho mayor que la separacion promedio interparticula. Esto hace que los efectos
cuanticos, en particular los efectos del principio de exclusién de Pauli, sean muy impor-
tantes.

En la cercania del cero absoluto, se tiene, de las ecuaciones 79 y 89,

1 (2t \*? 4
- ~ —— (log 2)%/? 4
v (mf@T) 3T (log 2) (94)
y
2~ efer (95)
donde

2 2\ 2/3
=1 <6i) (96)

2m \ v
a la cual se le denomina la energia de Fermi. Para estudiar su significado fisico,

examinemos (n,) cerca del cero absoluto:

1

Bler—er) + 1 (97)

(ny) ~
Si €, < €, entonces la exponencial en el denominador tiende a cero cuando 7' — 0 (es

decir cuando  — o0) y por lo tanto, (n,) = 1. Para otros valores, (n,) = 0. Asi, se tiene



Traduccion al Espanol: José Antonio Garcia Barreto, IA-UNAM, 2012 27

(ny)reo = { L (& <er) (98)

0 (e > e€r)
El significado fisico de esta férmula es claro. Bajo el principio de exclusiéon
de Pauli, no pueden estar en el mismo nivel de energia dos particulas. Por lo
tanto, en el nivel base del sistema, las particulas ocupan los minimos niveles
de energia posibles y los llenan hasta un nivel finito de energia, la energia de
Fermi, e . En el espacio de momento las particulas llenan una esfera de radio pr. Esta
esfera es algunanas veces denominada la esfera de Fermi. Asi, ep es simplemente
el nivel de energia de una particula sencilla, debajo del cual existen exactamente N estados
de energia. Con esta interpretacion, calculemos ez independientemente. La condicion que

determina e es

> (nphr—o=N

p

la cual, por medio de la ecuaciéon 98, es equivalente a escribir

v

ﬁ d3p:N

ep<€ER

Escribiendo e€x = p%/2m, encontramos que pr debe satisfacer la condicién siguiente

i (99)
la cual nos lleva a la ecuacién 96.

El ultimo célculo también expresa como la energia de Fermi, eg debe ser modificada si
las particulas tienen espin. Si el espin de una particula es hs, entonces para un momento
dado, p existen 2s + 1 estados de energia de una particula individual, todos ellos teniendo

la misma energfa e,. Por lo tanto, la expresion 99 se debe modificar para escribirse

(2s + 1)T—p =N (100)

la cual nos lleva a la expresiéon para la energia de Fermi, para particulas con

espin

R [ 6r> 1\*°
= — — 101
T om (2s+1v) (101)
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También podriamos interpretar la expresién 100 de la siguiente manera. Una particula de
espin hs puede tener 2s + 1 diferentes orientaciones de su espin. Las particulas que tienen
diferentes orientaciones de su espin pueden tener cualquier simetria relativa al intercambio
de sus coordenadas de posicion. Por lo tanto se podria considerar un sistema de N
fermiones cada uno con espin hs hecho de 2s + 1 gases independientes de Fermi cada uno
teniendo N /(2s 4 1) ferminones sin espin, y la expresién 100 se obtiene inmediatamente.

Para obtener las funciones termodindmicas para bajas temperaturas y altas densi-
dades, primero debemos obtener la expansién del potencial quimico de las expresiones 79
y 89:

72 (kT\°
kKTv=~krT log z=€p |[1——=(— | +--- (102)
12 (S

El pardmetro de expansién es kT /ep. Si definimos la Temperatura de Fermi Ty (la

cual es una funcién de la densidad) como

K)TF = € (103)

entonces a bajas temperaturas y altas densidades significa que T' < Tr. En este dominio
se dice que el gas estd degenerado porque las particulas tienden a irse a los niveles de
energia mas bajos posibles. Por esta razén a T también se le denomima la temperatura
de degeneracion.

El ntimero de ocupacion promedio es:

1
<np> - eﬁep,y + 1

donde v esta dada por la expresién 102. Dado que €, = p?/2m, n, depende de p solamente

(104)

a través de p®. Un dibujo de n, estd mostrado en la Fig. 5.

La energia interna es:

Vdr [
U= Z ep(np) = 3 om ; p4<np>dp
p

Despues de una integracion por partes, se obtiene

Vv oop5 o ﬁv 00 pﬁe,@ep—u
v=—1— | (-2 dp=—"" [ PCT 105
AmPmh® /0 5 ( ap<"p>) b= 20mm2ns /0 (ePrv +1)2 (105)
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Figure 5: Numero de ocupacién promedio en un gas ideal de Fermi.

Es aparente de la Fig. 5 que d(n,)/0p tiene un maximo muy pronunciado en p = pp.
De hecho, en el cero absoluto, es una funcién-6 en p = pp. Por lo tanto la integral en
la expresién 105 se puede evaluar expandiendo el factor p¢ alrededor de p = pr. El
procedimiento es similar al utilizado al obtener la expresion 89. Despues de insertar v de
la expresién 102 se obtiene la expansién asintética

3 5 T\?>
1_}__71-2('%_) + ...

U= —NEF

- (106)

12 €p

El primer término es el estado de energia base del gas de Fermi dada una

densidad, como se puede verificar mostrando lo siguiente:

= = ZNep (107)

Figure 6: Calor especifico de un gas ideal de Fermi.
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El calor especifico, para un volimen constante, puede ser inmediatamente estimado

de la expresion 106, es decir:

CV ~ s 2 kT
Nk 2 ¢ F
Desaparece linealmente cuando T' —0, comprobando asi la tercera ley de la termodindmica.

(108)

Sabemos que Cy/Nk se aproxima a % cuando T' — oo. Por lo tanto un dibujo cualitativo
de Cy/Nk se puede hacer, como el mostrado en la Figura 6. El hecho de que sea propor-
cional a T a estas bajas temperaturas se puede entender como sigue. A una temperatura
T >0, (n,) difiere de los valores para cuando 7" =0 porque un cierto ntimero de particulas
son excitadas a niveles de nergia €, > ep. Hablando en forma somera, las particulas con
energias del orden de kT mas bajas que €r son excitadas a energias del orden de kT
més altas que ep (ver Fig. 5). El ntmero de particulas excitadas es por lo tanto del
orden de (kT /erp)N. Por lo tanto la energia total de excitacién arriba del nivel base es
AU = (kT /ep) Nk T, de donde se deduce que Cy ~ (kT /ep)Nk.

De las expresiones 78 y 106 se obtiene la ecuacion de estado:

2U  2¢p 572 (kT2
p=-__Z |y (2= 109
3V 5v[+12(eF)+ ] (109)

Esto muestra que ailin a una temperatura de cero absoluto es necesario man-
tener al gas ideal de Fermi con paredes externas fijas porque la presion no
desaparece (no es cero). Esto es una manifestacién del Principio de Exclusién
de Pauli, el cual permite solamente a una sola particula tener momento cero.
Todas las demas particulas deben tener un momento finito y dan lugar a la
presion diferente de cero.

Para obtener la funcién termodindmica para valores arbitrarios de A7 /v se deben

utilizar métodos numéricos para calcular las funciones fs/5(2) y f5/2(2).

Seccion 11.2 Teoria de las Estrellas Enanas Blancas

Es una regla empirica que el brillo de una estrella es proporcional a su color (por ejem-
plo, la longitud de onda de la radiacién emitida). La constante de proporcionalidad es
vagamente la misma para todas las estrellas. Asi si se hace un dibujo del brillo, en el
eje vertical, contra el color, en el eje horizontal, se obtiene lo que se conoce como el dia-

grama Hertzprung-Russell, en el cual la mayoria de las estrellas caen dentro de una franja
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lineal denominada la secuencia principal, como se muestra en la Figura 7. Existen, sin
embargo, estrellas que son la excepcion a esta regla. Existen las denominadas estrellas
gigantes rojas, que son estrellas con grandes didmetros con un gran brillo a pesar de su
color rojo, y también existen las estrellas enanas blancas, que son estrellas con didmetros
muy pequenos y que tienen un brillo muy pequeno a pesar de su color blanco. Las es-
trellas enanas blancas son un tépico interesante para nuestro estudio, porque
a primera aproximacién estan formadas de un gas degenerado de Fermi.

Un estudio detallado de la constitucién de las estrellas enanas blancas nos lleva a la
conclusién de que su brillo es muy bajo debido a que la oferta de hidrégeno atémico, el
cual es la fuente principal de energia de las estrellas, ya se ha utilizado y consumido y por
lo tanto estan principalmente compuestas de gas helio. El poco brillo que tienen se obtiene
de la energia de gravitaciépn obtenida a través de una lenta contraccion de la estrella.
Probablemente estas estrellas han alcanzado la etapa final de la evolucién estelar. Una
de las estrellas mas cercanas al sistema solar, la companera de Sirio, a una distancia de
s6lo 8 afios luz de nosotros’, es una enana blanca. El tener un brillo tan débil hace que
no se pueda detectar a simple vista y su existencia fué predicha por los célculos de Bessel,
quien tratd de explicar porqué Sirio aparentemente se mueve alrededor de un punto en el
espacio vacio.

Un modelo idealizado de una estrella enana blanca se puede construir a partir de datos

tipicos de tal estrella:

Contenido: principalmente helio
Densidad ~ 107 gramos por centimetro ciibico ~ 107 p,
Masa ~ 1033 gramos ~ M

Temperatura Central ~ 107 °K ~ T,

donde el subindice . denota cantidades con referencia a nuestro sol. Asi, una estrella
enana blanca es una masa de helio a una extremadamente alta temperatura bajo una
gran compresion. La temperatura de diez millones de grados Kelvin corresponde a una

energia térmica de 1000 eV. Asi, se espera que todos los atomos de helio estén comple-

"Nota del traductor: Un afio luz de distancia, es la distancia que recorre la radiacién electro-magnética
(luz) en el intervalo de tiempo de un afio. En unidades de longitud (en metros), un afio luz, 1 a.l.~
9.2935 x 10%° m, es decir, 9,293,566,198,000,000 m (nueve mil doscientos noventa y tres billones quinientos

sesenta y seis mil millones ciento noventa y ocho millones de metros).
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tamente ionizados®, y la estrella se puede considerar como un gas compuesto de ntcleos
(cargados positivamente) y electrones (cargados negativamente). Se puede considerar el
gas de electrones como un gas ideal de Fermi, con una densidad aproximadamente de 103
electrones por cada centimetro ciibico. Esto corresponde a una energia de Fermi de

h2

1
€Ep X %m ~ 20MeV

y una temperatura de Fermi de
Tr~ 101 °K

Debido a que la temperatura de Fermi es mucho mayor a la temperatura de la estrella,
el gas de electrones se puede considerar como un gas de Fermi extremadamente
degenerado el cual no se comporta diferente de un gas de electrones a una temperatura
de cero absoluto. De hecho se considera el gas de electrones como un gas ideal de Fermi
en su estado base. La enorme presién (a una temperatura de cero absoluto) ejercida por
el gas de electrones se contrarresta por la atraccion gravitacional que mantiene unida a la
estrella. La atraccion gravitacional es casi completamente debida a los nicleos de helio
en el interior de la estrella. La presion debida a los movimientos cinéticos de los ntcleos

de helio, y cualquier radiacién que pudiera estar presente, no seran considerados (seran

despreciados).
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Figure 7: Diagrama Hertzprung - Russell, donde se observa la banda donde se encuentran
las estrellas cuya fuente de energia son las reacciones termonucleares y se le denomina
la secuencia principal. Arriba a la derecha se encuentran las gigantes rojas y abajo a la

izquierda se encuentran las enenas blancas.

8Nota del traductor: el término ionizacién se refiere a quitarle los electrones a un dtomo. Asf un dtomo

de helio completamente ionizado, se compone solamente de su niicleo con dos protones y dos neutrones.
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Asi llegamos al siguiente modelo idealizado: Una estrella enana blanca se considerard
como un sistema de N electrones en su estado base, a tal densidad que los electrones
deberan ser tratados en el régimen de dinamica relativista. Los electrones se mueven sobre
un volimen de N /2 nucleos de helio estédticos que proveén la atraccién gravitacional para
mantener unido al sistema completo.’ Este modelo debe exhibir propiedades que son los
efectos combinados del Principio de Pauli, la dindmica relativista, y la ley de gravitacion.

Primero se discutira la presiéon ejercida por el gas de Fermi de electrones relativistas en
el estado base. Los estados para un electron individual estan especificados por el momento
p y el nimero cuantico para el espin s = j:%. Los niveles de energia para una particula

individual son independientes de s:

€ps = \/(pc)2 + (m602)2

donde m, es la masa del electréon. La energia del estado base del gas de Fermi es:

Ey=2 Y /(pc)> + (mec?)? = Qh—‘; /OpF amp®/ (pe)? 4 (mec?)2dp (110)

lpl<pr

donde pg, es el momento de Fermi, y esta definido como

V(4 o\ _N
B\3"Pr) T

o~

2\ 1/3
pr =" (3%) (111)

Cambiando la variable de integracién en la ecuacién 110 a z = p/m.c se obtiene

4.5
By _mie
N m2h3

9La temperatura en una estrella enana blanca es tan alta que los pares electrén-positrén pueden ser

vf(zp) (112)

creados en colisiones electrén-electrén. Estos pares a su vez se aniquilan para producir radiacién. Por lo
tanto cuando estan en equilibrio debe de haber un cierto nimero de pares electrén-positron y un cierta
cantidad de radiacién presente. Se despreciaran los efectos de ambos. Se ha especulado que neutrinos
también se pueden crear en interacciones electron-electron, electréon-positrén y fotén-fotén con una alta
probabilidad. Esto lleva a varios fendmenos interesantes, ya que los neutrinos interacttian tan debilmente
con la materia que no llegan a un equilibrio termodinamico con el resto del sistema. Simplemente se
alejan de la estrella y causan una constante disminucién de energia. Nuestro modelo desprecia estos

efectos.
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donde
1x3(1+3x2+ ) (zp < 1)
oy Za, a2 4 P
f(a:F)Z/ 2*V1 + 22dx = % 110
0 —x%(l—i-—?‘i‘) (.TF>>1)
4 T
y

_pr B (3#)1/3
Tp = = —

MeC  MeC \ VU

Si la masa total de la estrella es M y el radio de la estrella es R, entonces

M = (me+2mp)N ~ 2mpN

- ()

donde mp es la masa del protén'®. En términos de M y de R se tiene

. 8 mpR3
3 M
y
ho1(9r M\ 31"
Tp = — _—— = —
mec R ( 8 mp> R
donde
o= 9%%
m
i
~ (B/mec)
La presién ejercida por el gas de Fermi es
0Ey maic Of (xp) Oxp
o= "% = o | ) T T Yy
micd 1

34

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

(118)

Los limites de P, en los regimenes no relativistas y extremadamente relativistas estan

dados por

0Nota del traductor: la masa del protén expresada en gramos es mp = 1.672621 x 10~24 g.
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mic 4 "
Py ~ (157:2713) R gK = (limite norelativista, xp < 1) (120)
45 7 s
Py~ <1?;§h3) (5 —2%) =K <? i (limite extremadamenterelativista, zp > 1)
(121)

donde

(122)

1 are
|, Monrolatmistic
1 approsnmation

Figure 8: Presion de un gas ideal de Fermi a una temperatura de cero absoluto en los
dos regimenes: aproximacién no relativista (lia entrecortada) y aproximacion relativista

(linea continua).

Un grafica cualitativa de Py en funcién de R, para una masa constante M, es la mostrada
en la Figura 7. Se observa que, para valores pequenos de distancia, R, la presion en el
caso relativista, P, es menor de lo que se esperaria en el caso de dinamica no relativista.

La condicién de equilibrio de la estrella se puede obtener a través del siguiente argu-
mento. Imaginemos primero que no existe interaccion gravitacional. Entonces la densidad
del sistema sera uniforme y las paredes externas serdan necesarias para mantener al gas
ideal de Fermi a una densidad dada. La cantidad de trabajo que un agente externo tiene
que hacer para mantener a una estrella de una determinada masa de un estado de muy

baja densidad (muy diluida) a un estado de densidad finita estaria dada por:

R
— / Podmr?dr (123)

e}
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donde Py es la presién de un gas uniforme de Fermi y R es el radio (6 semididmetro) de
la estrella. Ahora imaginemos que la interaccién gravitacional se "enciende”. Diferentes
partes de la estrella se atraeran una a la otra, resultando en una disminucion de la energia
de la estrella por una cantidad que se denomina la energia autogravitatoria. En términos

dimensionales la energia autogravitatoria debe tener la forma

aG M?
R
donde G es la constante gravitacional y o es un nimero puro del orden de la unidad.

(124)

El valor exacto de a depende de la forma funcional de la densidad como funciéon de
la distancia espacial y no puede ser determinada por nuestro argumento. Si R es el
radio de equilibrio de la estrella, la energia autogravitatoria debe forzosamente compensar

exactamente el trabajo realizado para mantener finalmente a la estrella unida. Por lo tanto

R M2
/ Podrr?dr = —O‘GR (125)

diferenciando la ec. 123 con respecto a R se obtiene la condicién para el equilibrio:

a GM? « 8mp 2 mec\4 M
=——=—G|— — 126
Ar R* 4 ( I ) ( h ) R (126)

—1
Hablando estrictamente, la ecuacion 123 simplemnte define a. Su contenido fisico lo

Fy

proporciona la suposicién de que « es del orden de la unidad. Ahora determinamos la
relacion entre M y R insertando una expresion apropiada para P, en la ecuacion 124.
Esto se hard para tres casos diferentes:

(a) Supdéngase que la temperatura del gas de electrones es mucho mas alta
que la temperatura de Fermi. Entonces el gas de electrones se puede considerar
como un gas ideal de Boltzmann, con
kKT 3T M

Fo= v 8tmp R3

Substituyendo esta expresiéon en la ecuacion 124 nos da la relacion lineal siguiente

2 mpG
R=2aM
3T

Este caso, sin embargo, nunca se aplica para una estrella enana blanca.

(127)
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(b) Supdngase que le gas de electrones esta a una densidad tan baja que el
caso de dinamica no-relativista puede utilizarse (xg < 1). Entonces P, estd dada
por la expresién 120 y la expresion 124 nos dé la condicion de equilibrio

—5/3 =2
4 M M
°K - K

—4

5 R R

donde

, « Emp 2 MeC\ 4
K=¢ (W) () (128)

de donde se aprecia que el radio de la estrella disminuye mientras que aumenta

la masa de la estrella:

—1/3—= 4K
M =_-—

5K’
Esta condiciéon es valida cuando la densidad es baja. Por lo tanto el caso es

(129)

valido para estrellas con baja masa M, y grandes semidiametros R.
(c) Supdéngase que el gas de electrones estd a tan alta densidad que los
efectos relativistas son importantes (zr > 1). Entonces, la presién estd dada por la

expresion 121. La condicién de equilibrio se convierte en:

—4/3 ——2/3 —2
M M M
R R R
0
R =1"\/1 - (M /Moy (131)

donde
o K\32 9 32 3/2
- (L) - (T S (132)
K’ 64a Gm%
Evaluando las constantes numéricamente, se tiene

he

~ 10% 133
Gmn (133)

Este interesante ntimero es la energia de reposo de X dividida por la atraccién gravita-

cional de dos protones separados por la longitud de onda de Compton de X, donde X
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puede ser cualquier cosa. La masa M, correspondiente a la masa reducida, M, es la masa

del Sol (tomando a ~ 1:

8 _
My = g—mpMO ~ 10%g ~ M, (134)
s

La formula 129 es valida para altas densidades 6 para el limite cuando R — 0.
Es por lo tanto valida para una estrella con masa M muy cerca de Mg. Nuestro modelo
nos lleva a una gran predicciéon de que ninguna estrella enana blanca puede tener una
masa mas grande que My, porque de otra manera la expresién 129 nos daria un radio
imaginario. La razén fisica detras de este resultado es que si la masa fuese mas grande
que una cierta cantidad, la presién que viene del principio de exclusion de Pauli no es

suficiente para prevenir que el gas tienda a un colapso gravitacional.

P
Figure 9: Relacion Radio - Masa para una estrella enana blanca donde la densidad del

gas es tan alta que los efectos relativisticos son importantes.

La relacion radio - masa de una estrella enana blanca, de acuerdo a nuestro modelo,
tiene la forma que se muestra en la Figura 9, donde las lineas continuas indican las regiones
cubiertas por las expresiones 127 y 129. No hemos podido ser capaces de calcular «, de
tal manera que un valor exacto de My no se puede obtener. Condiciones més refinadas'!

dan el resultado:

My = 1.4M,, (135)

Esta masa es conocida como el limite de Chandrasekhar. Asi, de acuerdo con
nuestro modelo, ninguna estrella puede convertirse en enana blanca a menos de
que su masa sea menor que 1.4M,. Esta conclusién ha sido verificada a través de obser-

vaciones astronomicas. La respuesta a la pregunta de jcémo evoluciona una estrella si su

HVer el libro de S. Chandrasekhar, 1957, Stellar Structure (Editorial Dover, New York, Capitulo IX.
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masa es mayor que 1.4M. todavia no se conoce. Es posible que estas estrellas terminen

sus vidas conviertiendose en supernovas.
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