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Hace algun tiempo Jeans (1929, p. 340) intenté estudiar el proceso de un volimen de gas
autogravitante y encontré que bajo ciertas condiciones puede ser lo suficientemente inestable
para colapsarse bajo su propia auto gravitacion. Su andlisis consideré un gas adiabatico con
p < p?. Haremos lo mismo aqui para un sistema estelar.

(Antes de entrar en detalles, debemos aclarar un poco el vocabulario que se utilizard. Una
configuracion se dice que es estable si no forma condensaciones locales, e inestable si si las
forma. Esto puede ser confuso dado que las nuevas cuerpos debido a las contracciones mismas
son la mayoria de las veces estables. Atn asi, esta es la manera comun de referirse a ese proceso
y se debe recordar cuidadosamente.)

Conceptualmente nos hacemos la pregunta simple: ; podra la fuerza de gravitacién causar
que una configuracién se contraiga mas rapido en comparacion a las velocidades que causarian
que se separara? Para responder a esta pregunta calculamos un tiempo caracteristico para
cada proceso y simplemente concluimos que el proceso mas réapido ganard. Como se podria
esperarse, cuando se consideran dimensiones pequenas, las velocidades ganardn; considerando
grandes distancias la fuerza de gravitacion predominara. Asi encontraremos que existe una
longitud critica que sirve como comparacion: a dimensiones mayores que esa longitud la fuerza
de gravitacion ganara.

Considérese una region esférica con gas, de radio L y densidad p , de tal manera que su
AnL3p

masa es M = . Si una particula en la superficie no tiene nada que la detenga, caera hacia

el centro en un medio del periodo de una drbita eliptica angosta cuyo semieje mayor es L/2.
(Todo lo que esté a distancias menores también caerdn igualmente répido, dado que dentro
de una distribucién homogénea esférica todos los periodos son idénticos.) El tiempo para la
contraccion debido a la fuerza gravitacional es:

T — Ll=m/o)7
contr — 9 VGM
Teontr = 2372

Por otro lado, si no hibiese fuerza de gravitacién, una estrella se moveria hasta una distancia
Len T, = L/(v?)/2. En el caso critico, estos dos tiempos son iguales y la distancia para que

la igualdad se dé es:
_ /3n{v?)
LJ = EG_,O

A esta distancia ¢ longitud se le conoce como la Longitud de Jeans; si L > L, entonces
las estrellas no se moveran con la suficiente velocidad y ocurrird una contraccién. O, dicho de
otra manera, en un medio interestelar que se caracteriza por valores como (v?) y p, todas las
longitudes ; L, serdn gravitacionalmente inestables. (Aclaracién: el andlisis de Jeans para el
gas tenia 5/9 en vez de 3/32. La diferencia no es importante dado que simplemente estamos
encontrando un orden de magnitud, es decir, un valor aproximado.)

La longitud de Jeans es de gran importancia en discusiones de la formacién de galaxias,
grupos de estrellas, grupos de galaxias, y casi todo lo que se puede uno imaginar que se pueda
condensar en un Universo homogeneo en su origen. Usualmente no se expresa como una longi-
tud, sino como la masa de Jeans, la cual son las dimensiones de las estructuras que seran fa-
vorecidas por este proceso de inestabilidad gravitacional. Nuestra aplicacién aqui, sin embargo,
estard relacionada con la estabilidad del disco estelar y necesitaremos solamente mencionar las
longitudes.
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La situacién con nuestra Via Lactea es un poco diferente del problema considerado por
Jeans. No sélo tenemos una estructura aplanada en vez de una estructura esferoidal, sino
aun mas importante existe rotacion diferencial. Dado que esto ultimo involucra diferencias de
velocidades que son proporcionales a AR, podria prevenir que se llevaran a cabo contracciones
(gravitacionales) si la escala es muy grande. Si fuera asi tenemos la proteccién contra la
contraccion gravitacional a través de la dispersion de velocidades para dimensiones pequenas
y rotacion diferencial para la proteccién contra la contraccién gravitacional para dimensiones
grandes. j Pero qué pasa para dimensiones intermedias? Esto es lo que Toomre (1964) analiz6
en detalle. El inicié con una discusién intuitiva aproximada y prosiguié con un andlisis mas
riguroso. Aqui seguiremos el espiritu de su introduccién intuitiva y simplemente mencionaremos
su resultado méas exacto al final.

Dado que la Via Lactea es de forma de disco en vez de ser esferoidal, repetimos el mismo
andlisis anterior, pero con M = wL?*u, donde y es la densidad (de material) por unidad de su-
perficie; pero seguiremos tomando el disco como si fuese una regién de dimensiones pequenas,
6 en el limite serfa un punto, con masa idéntica a la masa del disco que ejerciese (aproxi-
madamente) la fuerza de atraccién gravitacional. (Esto no significa necesariamente cometer
un gran error; una esfera reducida a una forma de disco con minima altura ejerce su fuerza de
atraccion gravitacional en su ecuador con un factor menor que 2.) Asi tenemos para el tiempo
de contraccién gravitacional, en forma similar al planteamiento anterior,

Toontr = =X - _ LA
contr 93/2 /7G'7TL2M
T T L
contr — ] G_,u

Cuando igualamos esta expresion a T,,. = L/{(v?)'/?, el resultado es:

v?).

W’

|~

_ T,
L;=3

Q

nétese la expresion diferente del caso esferoidal. [Toomre simplemente afirma que lo que estamos

denominando T, “puede ser estimarse como del orden de (L/ Gu)l/ 27 de tal forma que él
no tiene el factor 7/8.]

La contribucién importante de Toomre fué considerar la inestabilidad de Jeans en la pres-
encia de rotacion diferencial. Como se indicé previamente, el problema ahora involucra tres
aspectos; el nuevo elemento adicinal es que hemos introducido un mecanismo de separacion
centrifuga que es efectivo cuando se consideran grandes dimensiones. Lo que haremos primero
es analizar el balance entre la rotacion diferencial y la auto gravitacion. La rotacion diferencial
se manifiesta fisicamente por si misma a través del hecho de que una regién que se contraé
conserva el momento angular ! . Este proceso hace que rote mas rapidamente y crea una fuerza
centrifuga que pudiera ser capaz de inhibir que continie la contraccion. Lo primero que hay
que notar es que del analisis de Oort de la rotacién diferencial local que la velocidad angular
promedio (con respecto a un sistema fijo) es B. Ahora consideraremos una regién de distancia

(del centro) inicial Lg. Su momento angular a la distancia, por unidad de masa, es L3B; si
se contraé a una distancia (del centro) L, la conservacién de momento angular requiere que

L*Q) = L2B, de tal manera que la velocidad angular, Q, serd Q = L2B/L* Asociada a esta
velocidad angular esta la aceleracion centrifuga, dirigida hacia mayores distancias del centro,

'Nota del traductor: el momento angular en una dimension se puede expresar como I = m r v; o si se
reemplaza v por w r, entonces I = m w 72, donde m es la masa del objeto, r es la distancia al centro de rotacion,
w es la velocidad angular y v es la velocidad lineal en el punto tangente
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cuya magnitud es F, = LQ? = L3B?/L3. También existe una aceleracién gravitacional, di-
rigida hacia menores distancias del centro, cuya magnitud es F, = G - 7L2u/L?. La pregunta
es, si estas dos aceleraciones (fuerzas) estan inicialmente en equilibrio (iguales una a la otra)
y después de un cierto intervalo de tiempo existe una disminucién de la distancia del objeto,
jcual se incrementard méas y por lo tanto serd mas importante? Si la aceleracién centrifuga
gana, la configuracién (estructura) es estable.

Supongamos que las dos estan en equilibrio en L = Ly y nos preguntamos qué pasaria si
hubiese una contraccién pequena, —dL. Entonces,

dF, =21, dF, = Xy,

La condicién de que estén equilibrio en L = L es:

3B% = 2,
0
Si denominamos L,.; a Lg, entonces
271G
Lot = 3 B2M-

Encontramos que la rotacion diferencial estabilizara un disco, es decir, no dejaré que la fuerza
de atraccién gravitacional ejerza una contraccion, para escalas de longitudes tales que L > L.

Un disco puede, por lo tanto, ser gravitacionalmente inestable solo en el intervalo de dimen-
siones intermedias L; < L < L.y, si es que existe este intervalo de dimensiones intermedias,
es decir, si L,,; > Lj. Esa fué la gran contribucion de Toomre: que la condicién minima para
estabilidad de un disco es que L,,; = Ly, 6

2nGp _ m (v?)
3B2 8 Gu’
11/2 _ 4 Gu

Si las estrellas de un disco tienen menor dispersion de velocidades que esta expresion, el disco
serd inestable.
El resultado més elaborado ( y méas complicado) daba, en la notacién de Toomre,

G
Tumin = 3.367F,

donde k es la frecuencia epiciclica. A esta expresién se le conoce como El Criterio de Toomre.
(En la vecindad del sol la dispersién de velocidades es ~30 km s™'.) Si o, fuese menor, entonces
ocurririan contracciones gravitacionales y colisiones de estrellas con estas estructuras gaseosas,
incrementarian o, hasta o, min.

El cociente de la dispersiéon de velocidad real entre oy ,,;, se denota usualmente en as-
tronomia como (). Es una cantidad importante en el estudio de la dinamica de discos y en
particular en las teorias que tratan de explicar las estructuras curvas y angostas, comunmente
denominadas brazos espirales.

Hay que senalar, sin embargo, que el andlisis de Toomre se aplica solo a inestabilidades
axisimétricas y que la longitud Ly, donde L,,, = Ly, es de varios kiloparsecs. Esto es, la
violacion del criterio de Toomre no proveé directamente un mecanismo para la formacién de
brazos espirales. Nétese también que los discos pueden estar sujetos a otras inestabilidades,
tales como la formaciéon de una barra central estelar.
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